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1. fejezet - Bevezetés

Az algoritmikus szemlélet kialakuldsara nagy hatdssal volt az 1900-ban Parizsban rendezett elsd
matematikai vilagkongresszus, ahol is tobbek k6zott elhangzott David Hilbert hires eléadasa, melynek
hatasara tag teret kapott az absztrakt gondolkoddsmadd széleskorii alkalmazasa.

Hilbert még ugy vélte, hogy létezik olyan univerzalis modszer, melynek segitségével minden
matematikai kérdés igaz vagy hamis volta eldonthetd.

A modern elméleti szamitastudomany egyik fontos fogalma a formalis rendszer, melynek bevezetése
Axel Thue (ejtsd: tyué) nevéhez fiizodik, aki az 1910-es évek elején kezdte tanulmanyozni az
adatsorozatokkal megadott utasitdsok tulajdonsagainak vizsgalatat.

A fejlodésnek e téren is ujabb 16kést adtak a fiatal Kurt Godel felfedezései, aki a 20-as, illetve 30-
as években kimutatta, hogy létezik olyan precizen megfogalmazhat6 matematikai allitas, melynek
sem igaz, sem hamis volta nem bizonyithatd. Ez a korszakalkoto felfedezés alapjaiban rengette meg
a matematikat. Ezutan mar senki sem lehetett biztos abban, hogy egy tetszélegesen kivalasztott
matematikai allitas igaz vagy hamis voltanak eldontése lehetséges. Erre csattanés példa volt az
ugyancsak ifju Jurij V. Matijaszevics esete, aki a 70-es évek elején kimutatta Hilbert mar emlitett hires
eldadasaban szerepl6 egyik kérdésrol, hogy eldonthetetlen. (Hilbert 10. problémaja.)

A 30-as évek masodik felében egy masik fiatal orias, Alan Turing (ejtsd: tyuring) vizsgalataival
parhuzamosan, Alonzo Church (ejtsd: csorcs) kapott hasonldé modon meglepd eredményt.
Nevezetesen, hogy nem létezik univerzalis feladatmegoldé modszer.

A gépies bizonyitasok vizsgalata elvezetett az automatdk matematikai elméletének 50-es évekre
kialakult megalapozasahoz, az idegen szovegek gépi forditasanak vizsgalata pedig ugyancsak az 50-
es években a formalis rendszerek egy fontos tipusa, a formalis nyelvek matematikai elméletének
kezdeteihez. Ezen a teriileten Noam Chomsky (ejtsd: csomszki) alapvet6 felfedezései jelentettek nagy
1épéseket.

Végiil, de nem utolsésorban meg kell emliteniink, hogy az automatak matematikai elméletének
megalapozasaban nagy szerepet jatszott a palyafutasanak nagy részét az Egyesiilt Allamokban t61t6
magyar szarmazast nagy tudos, Neumann Janos, aki John von Neumann néven szerte a viligon mint a
szamitastudomany atyja ismeretes. 1960-ban bekovetkezett korai halala sajnos megakadalyozta abban,
hogy az e téren (is) végzett Gttord kutatasait teljeskoriien megalapozza.

Mar Neumann Janos is latta, hogy a bonyolultsag és az azzal kapcsolatos kérdések nagy szerepet
fognak jatszani a szamitdstudomanyban. Valoban, a szamitdégépek 60-as évektdl bekdvetkezett
széleskort elterjedésével mind az elméleti, mind pedig a gyakorlati szakemberek azt tapasztaltak,
hogy bizonyos kérdéseket még a legmodernebb szamitastechnikai eszk6zok felhasznalasaval sem
képesek kezelni. Ezek a problémak nemcsak elméleti, hanem nagyon fontos gyakorlati feladatokkal
kapcsolatban is felléptek. Hamarosan kidertilt, hogy ez a gond nem fog megolddédni a szamitogépek
rohamos fejlédésével sem, mivel valdsziniileg elvi akadalyokrol van sz6. A kérdéses feladatok tul
bonyolultnak latszanak ahhoz hogy kezelni tudjuk dket. A 70-es évek elején ezen kérdések kezelésére
Stephen A. Cook (ejtsd: kuk), Richard M. Karp és Leonid A. Levin egy 0j elmélet megalapozasat
kezdeményezték. Megsziiletett az algoritmusok bonyolultsdgelmélete. Az eltelt tobb mint 30 év alatt
azonban sajnos ez az elmélet nem adott vélaszt a feltett legégetobb kérdésekre. Ezek kozil is a
legfontosabb, az ugynevezett P =NP? probléma, melynek megoldéasa valaszt adna arra a nagyon fontos
kérdésre, hogy egyes, a gyakorlatban is 1épten-nyomon felmeriil6 feladatokhoz 1étezik-e hatékony
megoldo algoritmus. Ez a tobb mint 30 éves nagy kérdés valdsziniileg még sokaig megoldatlan marad.

A bonyolultsagelmélet altal felvetett problémak a 80-as évek kozepére-végére elvezettek egy 1j teriilet,
az ugynevezett kooperativ rendszerek megsziiletéséhez. Kezdetben csak arrol volt sz6, hogy olyan
szamitastechnikai eszkdzok sziilettek, melyek egyes feladatok egyidejli, parhuzamos végrehajtasara
voltak képesek. Ma mar a kooperativ rendszerek széleskoriien elterjedtek és mind elméleti, mind pedig
gyakorlati szempontbdl egyre nagyobb teret kapnak olyan berendezések és modszerek, amik eddig




Bevezetés

nem, vagy csak csekély mértékben voltak hasznalatosak. Talan ezen az uton haladva fogunk eredményt
elérni a még mindig megkdzelithetetlennek 1atsz6 problémak kezelésében.

A formalis nyelvek és automatdk elmélete kivald eszkdznek bizonyult ezen kérdések absztrakt
szintll vizsgalatdban. Jelen jegyzet célja ezen elmélet legalapvetobb kérdéseinek megismertetése.
Az ismertetett modszerek ma mar Iépten-nyomon hasznalatosak nemcsak elméleti problémak
vizsgéalataban, hanem egyes gyakorlati szamitastechnikai feladatok megoldasaban is. A formalis
nyelvek és automatdk elmélete nemcsak olyan kézenfekvd teriileteken nyert alkalmazast,
mint a szamitogépes nyelvészet, illetve a forditoprogramok teriilete, hanem ezen keresztiil a
programozasi nyelvek, operacios rendszerek témakorében is. Példaul a sztringalgoritmusokon
keresztiil keresdalgoritmusokban, bioinformatikaban, mintaillesztésben, adatbanyaszatban stb. is
alkalmazzak. A biologiailag motivalt szamitdsok, a DNS ¢és membran szamitasok formalis
modelljei szintén erdsen kotddnek a formalis nyelvek és automatak klasszikus elméletéhez. A
képfeldolgozasban, adatsiiritésben, rendszermodellezésben szintén felhasznalhatjuk az itt tanultakat.
Helyenként nagy figyelmet forditunk annak igazolasara is, hogy bizonyos strukturadk és modszerek
nem léteznek, illetve nem lehetségesek. Ez a faradtsag a gyakorlati szamitastechnikai szakember
szamara feleslegesnek tlinik. Jelen jegyzet szerzoi, akik egyike tobb mint masfél évtizedig gyakorlati
szamitastechnikai szakemberként dolgozott, masképp gondoljak. Ha ismerjiik a leggyakoribb
szamitastechnikai zsakutcakat, akkor konnyebben ki tudjuk keriilni azokat. Ha nem, akkor ugy
jarhatunk mint ahogy a jegyzet nevezett szerzdje is jart nem egy esetben: esetleg olyat probalunk
keresni, amirdl mar kideriilt, hogy nincs.

Jelen jegyzet elméleti fejezeteit Domdsi Pal (pl. Automataelmélet) és Nagy Benedek (pl. Linearis
nyelvek, Kornyezetfiiggd nyelvek, Nyelvtanrendszerek) irtak (a tobbi fejezetet egyiittesen). A
feladatok dont6 tobbségét ¢és az animacidkat Falucskai Janos, Horvath Géza és Mecsei Zoltan
készitettek.

A feladatok, példak és definiciok végét a [ jellel jeldljiik. A bizonyitasok végét pedig a Q.E.D.
roviditéssel zarjuk.

A jegyzet egyes fobb fejezeteinek felépitése a kdvetkezo 6sszefoglald segitségével is kdvethetd:
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2. fejezet - Formalis nyelvek

2.1. Abécé, sz6, formalis nyelv, szabad monoid,
szabad félcsoport

Szimbolumok tetszéleges nemiires, véges halmazat abécének nevezziik, és V-vel jeloljiik. A V elemeit
az abécé betiiinek mondjuk.

Jelolje V™" (ejtsd: véplusz) a ¥ - beli betiikbél felirhatd p=aja,...a; ( ap ...,ap €V ) alaka véges

hosszusagu sorozatok, az ugynevezett V feletti nem iires szavak halmazat. Egy p sz6é hosszat ’ p‘—
al (ejtsd p hossza) jeloljiik és rajta a p -beli betiik szamat értjiik (esetleges tobbszori eldfordulassal

egyiitt). fgyhap=a1a2...ak ( ap ...,q €V )akk0r|p‘=k.
2.1. példa - Sz6 hossza

Legyen a V abécé két betiije a és b. Ekkor bab€ V™ és |bab’= 3 (és nem 2, mert a b betii kétszer is
eléfordul, és a tobbszori el6fordulast figyelembe kell venni.) [J

Szokas beszélni az ugynevezett iires szorol is, ami egy matematikai absztrakcid, ugyanis olyan
sz6t jelent, melynek egyetlen betiije sincs, vagyis az egyetlen betiit sem tartalmazd betiisorozatot.
Specialisan, jeldlje A a tovabbiakban az iires szot. Itt jegyezziik meg hogy bar az automataelméleti
szakirodalomban az ¢- t (is) szokas az iiresszo jelolésére hasznalni, ebben a jegyzetben mi végig a 1
jelet fogjuk hasznalni. Tehat | /1‘ =0.AVU {/1 } halmazt a V feletti (0sszes) szavak halmazanak hivjuk, s

V*- al (ejtsd vécsillag) jeldljiik. Specialisan, ha valamely a € V - re V = { a} azaz V egyelemii halmaz,
s egyetlen eleme egy bizonyos a betii, akkor gyakran irunk { a }* helyett a*- t, illetve { a }+ helyett at- t.
Valamely V*- beli p=a;...ayp, és q=by...by (al, ceos Gm, by, ..., by € V') szavakat pontosan akkor
tekintjiik egyenléknek, ha m = n és minden i ( i=1,...m )re a;=b, Ezt a tényt ki szokds gy is
fejezni, hogy V*- ban csak grafikus (betiirél - betiire megegyezd) egyenldségek 1éteznek.

A T abécé feletti szavak egy tetszOleges L halmazat a V' abécébdl alkotott (formdlis) nyelvnek
nevezziik, vagyis a V* halmaz részhalmazait V feletti formalis nyelveknek, vagy roviden V feletti

nyelveknek, vagy csak egyszeriien nyelveknek hiviuk. Valamely L S V* nyelvet iiresnek, végesnek vagy
veégtelennek hivunk ha az L (mint halmaz) {ires, véges, illetve végtelen.

Azt a nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, iires nyelvnek nevezziik. Jelolés: . Nem tévesztendd

Ossze a {/1} nyelvvel, amely egyediil az iires sz6t tartalmazza.

Az igy definialt nyelvfogalom tal altalanos, magaban foglalja mind a mesterséges, mind a
természetes (irott) nyelvek 0sszességét. A kérdés viszont az, hogyan lehet ténylegesen megadni egy
konkrét nyelvet. Az egyszeri tulajdonsagokkal rendelkezd nyelveket maris megadhatjuk a halmazok
megadasanak kiilonbdzé modjai szerint. Legyen példaul a véges abécénk minddssze két elemi:
V' ={0,1}. Ekkor az

.« Ly= {1, 10, 0010, 111},

" Ly={r|iprim}

halmazok mindegyike egy-egy nyelv a fenti definicié értelmében. Sziikségilink van azonban olyan
eszkozokre, amelyekkel a fentieknél 1ényegesen Osszetettebb nyelveket is definidlhatunk. Ebbdl a
célbol vezetjiik be a generativ nyelvtan fogalmat.
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Tehat a tovabbiakban olyan nyelveket fogunk csak vizsgalni, melyek véges sok adat segitségével
specialis modon, az Ggynevezett generativ nyelvtanokkal megadhatok. Megjegyezziik azt is, hogy
az altalunk hasznalt szo6fogalom nem esik egybe a természetes nyelvek szofogalmaval, hisz egy
természetes nyelvet gy szokas tekinteni, mint az adott nyelv 0sszes mondatainak halmazat. De
tekinthetiink egy természetes nyelvet Gigy is mint a nyelv dsszes véges hosszi szovegeinek halmazat.
A sz0kozt és egyéb irasjeleket is felvéve az abécébe, az altalunk definialt sz6fogalom amellett, hogy
magaban foglalja a szokasos sz6fogalmat, magéaban foglalja mind a mondat fogalmat, mind pedig a
tetszOleges véges hosszusagu szoveg fogalmat is.

2.2. példa - Szavak egyenlésége

Legyen V' ={1, 2, +}.Ekkor ( *- ban !) fenndll, hogy 1+1#2, mivel az 1+1 sz6 nem egyezik meg
"betiirdl - betlire", azaz grafikusan a 2 szdval. [

2.3. példa - Véges és végtelen nyelvek

Legyen V= {0,1,...,9}. A (magyar) torténelmi datumok {1514, 1526, 1606, 1711, 1849, ...}
halmaza ekkor egy V feletti véges nyelv. A (tizes szamrendszerbeli) paros szamok halmaza egy V
feletti végtelen nyelv. Temészetesen az iires halmaz is egy V feletti (lires) nyelv. Ugyancsak V' feletti

(véges) nyelv az egy elemi { A } halmaz is. [

A V*halmazon (és a V" halmazon is) szokéas bevezetni egy (nagyon egyszerti tulajdonsagu) miiveletet,
melyet szorzasnak neveziink.

Ap=a...ayp, é q=b...by (al, ceos G, by, ..., by € V) szavak szorzatan a pg=aa, ... ayb b, ... by
szot értjiik. Két V*- beli (vagy két V- beli) szot tehat ugy szorzunk Gssze, hogy e szavakat
(megfeleld sorrendben) egymas mellé (utan) irjuk. E miveletet konkatendcionak vagy dsszefiizésnek
is szokas hivni. Természetesen ez a szorzasfajta altalaban nem kommutativ, azaz altalaban nem
teljesiil minden p,g€ V™ parra a pg=gqp egyenléség. Amennyiben P=p,p, (E V* k=1,2,...)
tovabba P,=p,=-=p =4 ugy alkalmazni fogjuk a p=gk jelolést, s ezesetben p- t a g szd k

-adik hatvanyanak is nevezzik. Tehat a g sz6 k- adik hatvanyan az 6nmagaval vett k- szoros

sy

sz6 (jelekben: V g € V*: g0 = 1.) Réviden uigy is mondhatjuk, hogy egy sz6 k - adik hatvanya nem maés
mint k - szoros ismétlédése (beleértve a nullaszoros ismétlddést is).

2.4. példa - Szavak konkatenacidoja

Legyen ismét V =1{a, b}. Ekkor az abba V* - beli sz6 baba V* - beli szdval vald szorzata abbababa lesz
(ami persze nem egyezik meg a babaabba szdval. A szorzas tehat valoban, altaldban nem kommutativ).

Igaz tovabba (definicio szerint), hogy "baba" = (ba)z. O

/A4

2.5. példa - Szavak konkatenacioja egyelemii abécé felett

Legyen most V' =1a}, azaz alljon abécénk egyetlen betiibl. Mutassuk meg hogy ebben a kivételes
esetben a szorzas kommutativ. []

A V*- ban ezen szorzds milveletre nézve a 1 {ires sz6 egységelem lesz, hisz minden
pEV" ra pl=Ilp= p(annak megfelelden, hogy ha egy sz6 - beleértve az iires szot is - elé vagy mogé
nem irunk egyetlen betlit sem, azaz az iires szot "irjuk”, akkor marad az eredeti szo). Nyilvanvalo

tovabba, hogy minden p, g € V* parra | pq|=| p|+|¢|

Az elébbiekben definialt szorzas miiveletével ellatott ™ halmazt a V dltal generdlt egységelemes
szabad félcsoportnak, mas néven V feletti egységelemes szabad félcsoportnak, vagy réviden, V feletti
szabad monoidnak hivjuk, s r4 ugyancsak a V™" jelélést hasznaljuk.
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Hasonloan, a szorzas miiveletével ellatott V" halmazt a V dltal generdlt szabad félcsoportnak, mas
néven V feletti szabad félcsoportnak hivjuk, s ra ugyancsak a V" jeldlést hasznaljuk. (V* tehat

egyidejiileg jeloli az osszes V feletti szavak halmazat és a V feletti szabad monoidot, mig V™ az 6sszes
V' feletti nem fiires szavak halmazat és a V' feletti szabad félcsoportot. Amennyiben tehat algebrai

struktiiraként tekintiink a ¥*- ra ( V" - ra), akkor a konkatenacié az alapértelmezett miivelet az elemei
kozt.)

Nyilvanvalo, hogy V" zart marad a szorzas, azaz az osszeflizes miiveletére, hisz két nem iires szot
egymas utan irva, azaz 6sszefiizve, nem kaphatunk {ires szot.

Legyen p és q tetszéleges két szO V™ - ban. Azt mondjuk, hogy p kezddszelete (prefixe) q- nak, ha van
olyan r € V", hogy q = pr. Pontosabban, ha ¢ = pr mellett | p | = k akkor a p szot a g sz6 k hosszisagu
kezddszeletének nevezziik (ekkor, ha 0 < k <| g |, akkor p a g valodi kezddszelete). Hasonloan, ha
van olyan s € V* sz6, hogy ¢ = s p, akkor azt mondjuk hogy p a ¢- nak végzddése (szuffixe) és ha
[p| = m akkor m hosszisagh végz6désrol beszéliink (ekkor ha p# 4 és p # g akkor p valodi végzodése
a ¢- nak). Végiil, a pE€ V" sz0t a ¢ € V™ 526 részszavanak mondjuk, ha van olyan r, s€ V", hogy
q =rps. Amennyiben p#q p+# A, valodi rész-szorol beszéliink. Tehat, egy sz6 dnmagatol kiilonbozo
nemiires kezddszeleteit, végzodéseit, illetve részszavait valodi kezdbszeletnek, valodi végzodésnek,
illetve valodi részszonak hivjuk.

Egy p € V™ sz6 utols6 betiijére hasznélni fogjuk a > p jeldlést.
2.6. példa - Sz6 részszava

Legyen V =1a, b}, p=abbababa. Ekkor p -nek 4 hosszisagn kezdd szelete abba, 4 hosszisagl
végzddése pedig baba lesz. Ugyanekkor p -nek példaul a bab sz6 (valddi) rész-szava. Végiil, > p=a
(- abbababa utols6 betiije). [

2.2. Nyelvmiuveletek

Két nyelv kozott akkor értelmezhetiink valamilyen miiveletet, ha ugyanazon V abécé felett vannak
értelmezve. (Ha ez nem teljesiil, akkor el6szor a nyelveket kell atdefinialni formalisan egy k6zos abéce,
pl. a két abécé unioja felettire.)

Formalis nyelvekre, mint szohalmazokra kdzvetleniil értelmezhet6k a halmazelméleti alapmiiveletek:
unié (egyesités, dsszeadas): LU L, ={p|pE L, vagy p€ L},

metszet: LiN Ly={plpE L, és pe Ly,

kiilonbség: L\ L, ={plpE L, é pe& L)},

komplemeter: L= V*\ L.

Amint latjuk a komplementerképzésnél nagyon fontos az alaphalmaz, vagyis az abécé ismerete, hiszen
pl. az L =1ab, aa, ba, bb} nyelv komplementere telejsen mas, ha L- eta V =1a, b}, vagy a V'=1a, b, ¢}
abécé felettinek definialtuk. Ennek megfelel6en a tovabbiakban is mindig ugy tekintiink egy nyelvre,
mint egy adott " abécé feletti nyelvre (akkor is ha ezt a tdmdrség kedvéért nem irjuk oda).

A nyelveken a halmazmiiveleteken kiviil a konkatenaciot és az iteraciot alapmiiveleteknek tekintjiik:
Két nyelv konkatendcidjan a kovetkezd nyelvet értjiik: L;-Ly={pqlpE€ L, és g€ L,}. Szokasos
modon a konkatenécio jelét sokszor elhagyjuk, pl. LiL,. Legyen i=1 2, .... Ekkor egy L nyelv i-

e

Megallapodas szerint L0 ={2}.

A konkatendcié lezardsat (Kleene iteraciot) (ejtsd: klini) az L* = \UJL' ésszefiiggéssel értelmezziik.
=0
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00 .
Az eléz6 Kleene-csillag miivelet mellett szokas még a LT = \ UL iteracio, a Kleene-plusz hasznélata is.
=1

A kétféle iteracio kozott az L0= {1} jelenthet kiilonbéget: A definialo egyenldségek alajan belathato,
hogy L" = L* pontosan akkor, ha A € L Tovabba L™= L*\{/} pontosan akkor, ha / & L.

Mejegyzés. Mivel a V' abécé mint halmaz egyben tekintheté egy formalis nyelvnek is, a korabbi

V*ésa V™ jelolés éppen egybeesik a most definialt iteracié miveletek ¥ - re vald alkalmazasanak
eredményével.

Legyen V abécé rogzitett, ekkor igazak az alabbi dsszefliggések (tetszoleges Ly, L,, Ly S V™ esetén):
* L{ULy,=L,U L (az unié kommutativ),

* (LU Ly)U Ly=LU(L,U L) (az unié asszociativ),

* LU L= L (az unio idempotens),

* LiNLy=1L,N L, (a metszet kommutativ),

* (LiNLyYN Ly= LN (L, N Ly) (a metszet asszociativ),

* LiNL;=L, (ametszet idempotens),

* (L,-Ly-Ly=L,;-(L,- L) (a konkatenacid asszociativ),

(L_l) = L (a komplementerképzés involicios tulajdonsaga),

c L0 =0-L1=0,

* L~ ={1- L,= L, (a konkaten4ci6 egységeleme a {4} nyelv),

s LU O = UL=L,(az unid egységeleme az & nyelv),

* LiNV*=V*"NL,=L,(a metszet egységeleme a V'* univerzalis nyelv),
C =L L=LeL,

* Li=Ljuid,

(LT)* = L] (az iteraci6 idempotens tulajdonsaga),

(LJf)+ = L" (a + miivelet idempotens tulajdonsaga),

Cwy =w)=r,

Az uni6, metszet, illetve konkatenacid asszociativitasa miatt altalaban nem is szoktuk zaréjelekkel
jelezni a miiveleti sorrendjiiket, igy egyszeriien pl. L;U L, U Lj alakot hasznalunk.

Tovabbi zardjeleket hagyhatunk el megtartva az egyértelmii jelentést a kovetekezo6 precedencia relacid
bevezetésével. Az egyargumentumt miveletek (komplementer, (Kleene-)csillag és (Kleene-)plusz)
precedenciaja nagyobb, mint a kétargumentumuaké. A szorzas (konkatenacid) precedenciaja nagyobb,
mint az uni6 €s metszet miveleteké.

Legyen adva két véges abécé, V| és V. A V- nak a V5- ba valo h leképezését homomorfizmusnak
nevezziik, ha:

* injektiv, vagyis az értelmezési tartomany minden egyes eleméhez az értékkészletnek pontosan egy
eleme van hozzarendelve,
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* és milvelettartd, azaz h(pq) = K p)iq), tetszdleges p, g € V- ra.

A fenti két tulajdonsagbdl rogton kovetkezik, hogy az tires sz6 képe az iires szd lesz, ugyanis
Hp) = pA) = i p)h(2) minden p € V] széra.

Egy homomorf leképezést 1- mentesnek neveziink, ha i(p) = 1 esetén p= /.
2.7. példa - Nyelvmiiveletek - Gyakorlé feladat

Legyen V =1{a, b, c}, L= 1a, c, bb, abas, L= {a, abba, baba, caba, abbaba, babaabba). Adjuk meg az
Ll U L2, Ll n L2, Lle, LlLl halmazokat. O

2.8. példa - Nyelvek konkatenacidja

Adjunk példat olyan L és L, V abécé feletti nyelvekre, amelyekre L,L, = L,L. Keresslink nem trivialis
megoldast is.

Trivialis megoldasok:

* L= &, L;={}} vagy a szimmetria miatt L,- re teljesiil az el6z6 esetek egyike.

. Li=1L,

o} abécé egyelemd.

* Az egyik nyelvben benne szerepel /, a mésik nyelv pedig a V" (univerzalis nyelv).
Egy nem trivialis megoldas:

legyen V ={a, b}, L;=14, a}, L, pedig legyen azon V feletti szavak halmaza, amelyekben pontosan egy
b szerepel. Ekkor L1L, = L,L1=L,. [

2.9. példa - Nyelvek szamossaga - Gyakorlé feladat

Adott L, és L, véges nyelvek V' abécé felett, hogy ’Ll‘: n, ‘Lz‘: m. Mennyi lehet a szdmossdga az
LUL, LiNL, LL, nyelvmiiveletekkel el6allo nyelveknek? Adjunk meg also felsé korlatot, és
példékat. [

2.10. példa - Formalis nyelvek, nyelvmiiveletek 1.feladat

Igazoljuk vagy cafoljuk, hogy (L;+ L) = L;*+ L,"!

Megoldas: Az allitds hamis. Vegyiik a kovetkezd ellenpéldat: Legyen le{a} és L,=1{b}, ekkor

(L1+L2)* az akarhany a-t és b-t tartalmazo szavak halmaza, még L;"+L," a csupa a-t és csupa b-t
tartalmazé szavak nyelve lesz. ]

2.11. példa - Formalis nyelvek, nyelvmiiveletek 2.feladat
Mivel egyenlé L% ha
L={a""|n >0}?

Megoldas: I? ={ a”b"ambmln, m> 0 } O

10



3. fejezet - Formalis rendszer és nehany
fobb tipusa

Formalis rendszernek (vagy 4tirasi rendszernek) neveziink minden olyan W =(V, H) part, amelyben
V egy abécé, H pedig a V*x V™ direkt szorzat egy véges részhalmaza. A H elemeit helyettesitési
szabdlyoknak hivjuk és ha (p, g) € H, akkor a p — ¢ (ejtsd: p nyil q) jellést hasznaljuk.

3.1. példa - Atirasi rendszer
W=CQa b,d,ecé¢ f, kI 0J,s v,z laked — le, leves — fdzelék}) . O

Legyen r, s € V*. Akkor mondjuk, hogy r- bél az s kézvetleniil (vagy egy lépésben) levezethetd W -
ben, jelekben: » =ps , vagy ha nem vezet félreértéshez, W elhagyasaval r= s, ha léteznek olyan
P\ p, p", g€ V" szavak, hogy r=p'pp", s=p'qp" és p — q € H. (Természetesen megengedett, hogy
akar a p', akar a p", vagy akar mindkett6 az iires sz6 legyen.) Szemléletesen, r = s azt jelenti, hogy
az s sz6 megkaphato az r szobdl gy, hogy - ben valamely H - beli szabaly baloldalan all6 p rész-
sz6 helyébe az e szabaly jobboldalan all6 g szot irjuk (lasd abra).

L | | |
r | 0 T T N Y |
T T T T

v P »

Azt mondjuk, hogy a p- bol a g levezethetd W - ben, jelekben p=j,g, vagy ha nem vezet
félreértéshez, W elhagyasaval: p =*q ha 1éteznek olyan Py Pp s P, E V* szavak, hogy Py=p P, =4
és ;2w +1(i =0, ..., k-1). Emellett, amint szokasos, megallapodunk abban, hogy minden p € V'*
szora p=jyp fennall. Hasznalni fogjuk még a p:;Vq jelolést is abban az esetben, ha azt
akarjuk hangstlyozni, hogy léteznek olyan Py Py ---> P, € V* szavak, hogy Py=P P =4 és
P;=>wp; +1(i =0, ..., k- 1. Vilagos, hogy a két jeldlés p = g esetén kap eltérd értelmet.

3.2. példa - Levezetés atirasi rendszerben

Tekintsiik a fenti példaban megadott formalis rendszert és a babakedves szot. Ekkor a
babakedves = bableves = bab f d'zelék levezetés alkalmazasaval latjuk, hogy példaul a W- beli
babakedves sz6bdl a bableves kozvetlenill levezethetd, a bab f d'zelék pedig levezethetd. [

Amennyiben olyan formalis rendszereket tekintiink, melyekben a helyettesitési szabalyok
szimmetrikusak, eljutunk az asszociativ kalkulus fogalméhoz. Ha tehat valamely asszociativ kalkulus
esetén egy p szo helyettesithetd g- val, akkor a g szd is helyettesithetd p- vel. Emiatt nem is
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helyettesitési szabalyokrol, hanem megengedett cserékrol szokas beszélni. Tovabba, ha egy p szobol
egy ¢ szo levezethetd az asszociativ kalkulusban, akkor azt mondjuk hogy p ekvivalens ¢g- val.

Legyen W =CQa,c, k,m, 6,u,s,t ), acs- 6, ka- kus}). Asszociativ kalkulus esetén a szabalyok bal
és jobboldalat — helyett - - el (kotojellel) szokas elvalasztani, ezzel is hangstlyozva, hogy
a szabalyok szimmetrikusak. Példanknal maradva, az acs helyettesithetd az o- val és az o is
helyettesithet acs- csal. Ugyanigy, a ka helyettesitheté kus- sal és a kus a ka- val. Tekintsiik a
macska = moka = mokus levezetést. Ekkor a macska ekvivalens W - ben a mokus- sal. Ehhez =y,
helyett = - t, vagy ha nem okoz félreértést, akkor egyszeriien (az ekvivalencia egyik szokasos jelét,)
=~ - t szokas hasznalni, azaz macska =~ mokus. Vizsgaljuk meg most ezt az =~ - t mint relaciot. Ezaz =~
relacio reflexiv, azaz minden V*- beli p széra p ~ p. Példaul, macska ~ macska. Az ~ szimmetrikus,
azaz minden V*- beli p, g szoparra p=~q akkor és csak akkor, ha ¢~ p. Példaul, macska ~ mokus
kovetkezménye mokus =~ macska és viszont. Ugyanigy, példankban kutya + macska kdvetkezménye
macska # kutya és viszont. Az ~ tranzitiv, azaz minden V*- beli p, g, ¥ sz6-harmasra p~q és g=r
esetén p = r. Példankban macska ~ moka és moka =~ mokus miatt macska = mokus. (De ugyanigy igaz,
hogy macska ~ mokus és mokus ~ méka miatt macska ~ moka.)

1. Megjegyzés. a reflexiv és tranzitiv tulajdonsag kozvetleniil kovetkezik a levezethetdség

P4

fenn, melynek igazolasat az olvasora bizzuk.)

Emlékezteté. Egy M halmaz Onmagéval valé Descartes szorzatanak (jelekben: M x M - nek)
részhalmazait M feletti binaris relacionak, vagy roviden, reldacionak szokas nevezni. Specialisan,
M x M véges részhalmazait véges relacioknak is szokas hivni ( M felett).

Felhasznalva az el6z6 példankban targyaltakat, vegyiik észre, hogy ha egy adott W =(V, H) formalis
rendszerbeli kozvetlen levezethetdséget mint a V™ halmaz feletti (véges) binaris relaciot tekintjiik,
ugy a belb6le szarmaztathatd levezethetdség nem mas mint a kozvetlen levezethetéség reflexiv
és tranzitiv lezarasa, vagyis az a legsziikebb reflexiv és tranzitiv relacido, melynek a tekintett
levezethetGség részrelacidja. Asszociativ kalkulus esetén, mint példankban mar emlitettiik, ez a
levezethet6ség (mint relacid) ekvivalencia relacio lesz, ugyanis a reflexiv és tranzitiv tulajdonsag
mellett a szimmetrikus tulajdonséggal is rendelkezni fog. Emiatt szokds egy W =(V, H) asszociativ
kalkulusban ekvivalensnek hivni a p, ¢ € V* szavakat, ha p =*g azaz ha p~gq.

Akkor mondjuk, hogy a W =(V, H) asszociativ kalkulusban a széprobléma algoritmikusan
megoldhato, ha létezik olyan algoritmus, melynek segitségével tetszdleges p, g parra eldonthetd,
hogy p ¢és g ekvivalens-e (azaz p=g fennall-e) és ha igen, akkor az algoritmus egy
PP P P, . >p >4 levezetést is szolgaltat. Ezen fogalomnak azért van kiilonds jelentdsége,
mert kimutathatd, hogy nem minden asszociativ kalkulusban oldhat6 meg a szoprobléma
algoritmikusan (ami egyuttal azt is igazolja, hogy nincs olyan univerzalis mddszer, ami minden
matematikai problémat képes megoldani). Késébb még vissza fogunk térni erre az eldonthetdségi
kérdésre.

Egy W =(V, H) formalis rendszert generativ rendszernek neveziink, ha ki van tiintetve " egy nem
iires és véges részhalmaza, amelyet W axiomarendszerének neveziink (€s ra tobbnyire az Ax jelolést

hasznaljuk). Egy ilyen W generativ rendszert W =(V, Ax, H) alakban szokéas megadni (aholis V' az
abécé, Ax az axiomak, H pedig a szabalyok nem iires és véges halmaza). W - hez hozzarendeliink

egy Lg(W) halmazt az Lg(W) ={p € V*|Is € Ax: 5=} p} definicioval, s ezt a halmazt a W generativ

rendszer dltal generdlt nyelvnek hivjuk. Le(W) tehat tartalmazza mindazon V- beli szavakat, melyek
legalabb az egyik axiomabol levezethetok.

Egy W =(V, Ax, H) generativ rendszert Ugy is szokas interpretdlni (azaz értelmezni), hogy ¥V
bizonyos fogalmak rendszere, Ax az axiomarendszer (vagyis az alapigazsagok, vagy igaznak tartott
alapvetd allitasok gytijteménye), V* elemei a V' fogalomkorben megfogalmazhaté (értelmes vagy
értelmetlen) formalis mondatok halmaza, H a W - ben megengedett elemi bizonyitasi 1épések

halmaza, p= p,= ... = p,=q a ¢ formilis mondat p- bél valo bizonyitésa, Lg(/) pedig a ¥’
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fogalomkdrben megfogalmazhaté és az Ax axiomarendszerbol W - ben bebizonyithatdé formalis
mondatok (kijelentések) halmaza.

Analdg modon, tekinthetjiik az Osszes olyan szavak halmazat is, melyekb6l az axidomak koziil
legalabb az egyik levezethetd. Ebben az esetben W - t (a generativ rendszer elnevezés helyett)
analitikus rendszernek, az LAW)={p € V*|3s € Ax: p=}ys} halmazt pedig a W analitikus rendszer
dltal acceptalt, vagy mas szoval, a W analitikus rendszer dltal elfogadott nyelvnek, vagy még masképp
a W analitikus rendszer altal felismert nyelvnek hivjuk.

Az analitikus rendszer altal elfogadott nyelvet a késébbiekben fogjuk interpretalni (azaz értelmezni).
3.3. példa - Generativ rendszer

Vegyik a W=({1,2 +, =},{1+1=2},{= — +1=1+}) generativ rendszert. Fogalmaink az 1,2
természetes szamok, tovabba az Osszeadas és az egyenléség (jele). Egyetlen axioménk van, 1+1=2.
Az 1+ 1+ 1+ 1= 1+ 1+ 2 kijelentés (vagy "tétel"-nek is lehetne mondani) bebizonyithaté W - ben. Ime
a "bizonyitas:" (Egyetlen) axidémank 1+ 1= 2. Ebbdl indulunk ki :

1+1=2=>1+1+1=1+2=>1+1+1+1=1+1+2.J
3.4. példa - Analitikus rendszer

Tekintsiik a w=(<,>,0123456789%{<0>, <5>}, {00—0,10—0,
20—-0,30—0,40—0,50—0,60—0,70 - 0,80 — 0,90 - 0,05—515—525—5,35—5,
45—5,55—5,65—5,75—5,85—5 95— 5)) analitikus rendszert. Az olvaséra bizzuk annak
igazolasat, hogy L W) épp az &ttel oszthatd, <a,...a,>(a, ...,a,€10, ..., 9} alakban megadott
nemnegativ egészek halmaza. W tehat "felismeri" az 5- tel oszthatdo nemnegativ egészeket. [J

Egy W =(V, Ax, H) generativ rendszert szemi-Thue rendszernek (ejtsd: tyué) neveziink (az angol
semi[ejtsd:szemi] = félig-, fél sz6 alapjan), ha ki van tiintetve V" egy olyan F részhalmaza, melyre

Ax S F. Egy ilyen szemi-Thue rendszert W =(V, Ax, H, F) alakban adunk meg, ahol F a formuldk
halmaza, és a W - nek a generativ rendszerhez hasonl6 értelmezése esetén mondhatjuk még azt is,
hogy F' az igaz (vagy igaznak tartott) allitasok (kijelentések, mondatok, tételek) halmaza (lasd abra).

4 A
) 4 L(W)
v T

LW

/(Az )

/
s
-

e

N J/
N /

Képezziink egy szemi-Thue rendszert oly modon, hogy a Generativ rendszer -beli generativ rendszert
kiegészitjiik formuldkkal. Ezzel 6sszhangban, legyen
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3.5. példa - Szemi-Thue rendszer

W=01,2 +, =L {+1=2{= > +1=1+L{+1=2 1+1+1+1=2+2 1+ 1(+ )" =(1+)"+2,
n=12 ..}

Amint szokasos, (+ D" itt azt jelenti, hogy + 1n- szer van irva. Példaul: (+ 1)3 = + 1+ 1+ 1 Hasonloan,
(1+) jelentése az, hogy 1+ van n- szer irva. Példaul: (H‘)2 =1+1+. A nyilvanvaloan igaz
1+ 1+ 14+ 1=2+2 6sszefiiggés a példabeli szemi-Thue rendszerben nem bizonyithaté. Mint mar a
bevezetésben elmondtuk, ezen a jatékos példan bemutatott probléma a matematika egyes nehezebb
fejezeteiben is fennall. Nevezetesen, vannak precizen megfogalmazhatd, de nem bizonyithato és nem
is cafolhatd matematikai kijelentések. [

Legyen W =(V, Ax, H, F) tetszéleges szemi-Thue rendszer, s jeldlje Ax =*p rdviden azt a tényt, hogy
létezik olyan Py € Ax, melyre Py =*p. Ezt a jeldlést hasznélva Lo(W)=1{p € V*| Ax=*p} és W - ben
absztrakt mddon az F halmaz mint elmélet (= igaz vagy igaznak tartott allitasok halmaza, rendszere,
vagy gylijteménye) axiomatizalasanak tipikus kérdései a kovetkezoképp fogalmazhatok meg:

a.) teljes-e az elmélet, vagyis az Ax axiomarendszerb6l minden igaz allitas bebizonyithatd-e. Jeloléssel:
fennéll-e az F S Lg(W) tartalmazés;

b.) ellentmonddsmentes (azaz helyes)-e az elmélet, vagyis igaz-e, hogy az axidmarendszerbdl nem
vezethetd le egyidejiileg igaz és hamis allitas is. Képletben: igaz-e, hogy akarhogy is adjuk mega p € F
és q & F parokat, Ax =*p mellett Ax =*¢ nem allhat fenn egyidejlileg. (Vegyiik észre, hogy ha Ax =%g és
q ¢ F, akkor felhasznalva Ax =*q jelentését, lenne olyan PyE€ Ax, hogy P, =%, ami Ax S F és Py =>* Py
miatt azt is jelentené, hogy IS F és g & F mellett Ax=* P, és Ax =*q. Az ellentmondasmentesség
feltétele tehat tulajdonképp azt jelenti, hogy hamis kijelentés nem vezethet6 le az axidmarendszerbdl.)

¢.) kategorikus (= konzekvens)-e az elmélet, vagyis az Ax axidmarendszerbdl minden igaz allitas, de
csakis az igaz allitasok bebizonyithatok-e. Jeldléssel: F = Lg(W) fennéll-e; (Vegyiik észre, hogy egy
elmélet pont akkor konzekvens, ha egyidejlileg teljes €s helyes is.)

d.) minimadlis-e az elmélet, azaz igaz-e, hogy egyik axidma sem bizonyithato be a masikbol. Képletben:
igaz-e, hogy ha p, g € Ax és p =*q, akkor sziikségképp p=g4.

3.6. példa - Elmélet teljessége, ellentmondismentessége

Az el6z6 példabeli "elméletiinket" vizsgalva megallapithatjuk, hogy nem teljes, mert az
F={1+1=21+1+1+1=2+2 1+ 1(+ D" =(1+)"+2,n=12, ...} elmélet nem minden kijelentése
bizonyithaté W - ben (pl. az 1+ 1+ 1+ 1=2+2 nem). Emiatt "elméletiink" nem is kategorikus. Mivel
"hamisnak tartott", azaz F - en kiviili allitas 1+ 1=2- b6l (egyetlen axidomankbdl) nem vezethetd le
( ugyanis minden bel8le levezethetd "4llités" vagy maga az 1+ 1=2 lesz, vagy 1+ 1(+ 1" =(1+)"+2
alakt lesz, ahol n tetszdleges természetes szam), "elméletiink” ellentmondasmentes. Végiil, lévén csak
egyetlen axiomank, "elméletiink" nyilvanvaléan minimalis. []

Végiil megjegyezziik, hogy lehetett volna a formalis rendszer és a beldle szarmaztatott kiilonféle
specialis formalis rendszer tipusok fogalmanak kialakitasakor a kozvetlen levezethetOséget és a
levezethetGséget masképp is definidlni. Erre az egyik legnevezetesebb példa a Post-féle normal
rendszer.

A Post-féle normal rendszer (hasonloképp a generativ rendszerhez) egy olyan V' abécébdl, Ax
axidmarendszerbél és H helyettesitési szabalyokbol felépiild W = (V, Ax, H) harmas ( Ax itt is nem
iires és véges részhalmaza V*- nak, tovabba H ezesetben is nem iires és véges részhalmaza V" x V"
nak), melyben H elemei pa — aq alakuak, aholis a € V' egy olyan betii, mely sem p- ben, sem

g- ban nem fordul el. Akkor mondjuk, hogy a V*- beli p, sz6bdl a V*- beli q, 526 kozvetleniil
levezethetd (jelekben, mint kordbban : p \Zwdp vagy ha nem vezet félreértéshez, egyszertien csak
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P, =4, » ha taldlhat6 olyan V- beli a betii, tovabba taldlhatok olyan (V' \{a)"- beli p, g, r szavak,
hogy py=prq,=rq ., €s pa— aq € H. Ezenkiviil, mint kordbban, azt mondjuk, hogy p- bél a ¢
levezethetd W - ben, jelekben: p=7,g, vagy ha nem vezet féreértéshez, W elhagyasaval: p=*q ha
léteznek olyan py, p, ..., p, € V" szavak, hogy py=p, p,=q és p,=yp, (=0, ..., k- 1. Emellett,
amint szok4sos, itt is megallapodunk abban, hogy minden p € V'* széra p =}, p fennall. (Masként
mondva, a levezethetdség mint V' feletti relacio, ezesetben is reflexiv és tranzitiv lezarasa a kozvetlen
levezethetdségnek.) Ugyanligy mint a generativ rendszer esetén, a Post-féle normal rendszerhez is
szokas tekinteni az Lg(W)={p € V*|3s € Ax: 5=}, p} halmazt, amit a W Post-féle normél rendszer
dltal generalt nyelvnek hivunk. Természetesen mint a generativ rendszerbdl "képzett" analitikus
rendszer esetén, itt is lehet tekinteni az L (W)={p€ V*|3s€ Ax: p=ys} halmazt mint a W dltal

elfogadott nyelvet. (Emlékeztet6iil: szerkezetileg a generativ rendszer ugyanaz mint az analitikus
rendszer, csak a hozzajuk rendelt nyelvek szerkezete mas.)

A Post-féle normal rendszer fogalmanak kis modositasaval jutunk el a Post-féle tag (tag [ejtsd: teg]
= toldalék, vmit vmihez hozzafiiz6 eszk6z vége) rendszer fogalmahoz. A Post-féle tag rendszer egy
olyan W =(V, s, H) harmas, ahol V egy abécé, H helyettesitési szabalyok egy halmaza (azaz V*x V*
egy nem iires és véges részhalmaza), s pedig egy tetszoleges, rogzitett eleme V- nak. Erre az s
clemre a startszé elnevezés hasznalatos. Akkor mondjuk, hogy a V*- beli p szobél az ugyancsak
V*- beli g sz6 kozvetleniil (vagy egy lépésben) levezethetd W - ben, jelekben: p =g, vagy ha nem
vezet félreértéshez, W elhagyasaval p= ¢, ha léteznek olyan Pp4pT € V* szavak, hogy p= P

q=rq, és( Py ql) € H. (Természetesen megengedett, hogy az r az iires sz6 legyen.) A levezethetdségre

(is) ugyanazt a jeldlést hasznaljuk mint korabban, tovabbé a levezethetdség mint V™ feletti relacio,
ezesetben is reflexiv és tranzitiv lezarasa a kdzvetlen levezethetdéségnek. Ugyancsak 6sszhangban az
elézdekkel, a W dltal generdlt nyelv: Lg(W)={p e V*|s=}, p} Definialhatjuk a W dltal elfogadott
nyelvet is: LAW)={pe V*| p=ysb.

3.1. Markov-féle normal algoritmus

Az algoritmus intiutiv fogalmat koriilbeliil a kovetkezoképp szokds megfogalmazni: A fegyelmezett,
egyértelmiien eldirt elemi 1épésekbdl egyértelmiien felépithetd olyan feladatmegolddas modellje,
melynek eredménye végrehajtojatol fiiggetleniil ugyanazon feladatokra akarhanyszor is megismételve
ugyanazon eredményt szolgaltatja. Segitségével egy adott feladatosztaly minden feladata véges
szamu 1épésben megoldhaté. (A legéltalanosabb értelemben természetesen egy algoritmus barmilyen
emberi vagy nem emberi tevékenységre vonatkozhat, nemcsak matematikai avagy szamitastechnikai
feladatok megoldasara.)

Fontos tulajdonsagai kozé tartozik tehat a fiiggetlenség, ami azt jelenti, hogy ugyanazon feladatra
ugyanaz az eredménye fliggetleniil attdl hogy ki (vagy mi) a végrehajtoja, az egyértelmiiség, ami
azt jelenti, hogy ugyanazon feladatra akarhanyszor is alkalmazzuk az algoritmust, mindig ugyanazt
az eredményt szolgaltatja, az elemi lépésekre bonthatdsag, ahol persze ezen elemi 1épések, tovabba
ezen lépések sorrendje is egyértelmiien meg van hatarozva, valamint a végesség, vagyis az, hogy a
feladatosztaly minden egyes feladatara mindig véges sok 1épésben befejezddik. Amennyiben a véges
1épésben torténd befejezddés kovetelményétdl eltekintiink, az eljards fogalmahoz jutunk. Ezen és
ehhez hasonlo intiutiv megfogalmazéasok utan sziilettek meg a 30-as évek masodik felétdl a kiilonféle
matematikailag is preciz algoritmusfogalmak (, tulajdonképpen szigoruan tekintve eljardsfogalmak),
melyek kozos érdekessége, hogy ekvivalensek. Ez azt jelenti, hogy ha egy algoritmust az egyik
algoritmusfogalom segitségével megadtuk, akkor ugyanez az algoritmus a masik algoritmusfogalom
segitségével is megadhato. Ezen fogalmak egyike a Markov-féle normal algoritmus.

Egy W =(V, H) formélis rendszert (Markov-féle) normal algoritmusnak neveziink, ha H rendezett
halmaz és ki van tiintetve benne egy H, részhalmaz (megengedve, hogy esetleg H= &, azaz
lires halmaz legyen). A H elemeit zdrohelyettesitéseknek hivjuk és p— g€ H esetén hasznalni
fogjuk a p—q jeldlést is. Egy ilyen normal algoritmust W =(V, H, H ) alakban adunk meg, ahol a
H :{pl—>q1, N qm} megadas, azaz H elemeinek felsorolasa feltételezésiink szerint egyben
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a H- beli rendezést is mutatja. Legyen p € V*. Azt mondjuk, hogy a p széra a W=V, H, H})
algoritmus alkalmazhatd, ha van olyan 1és m kozotti i (1<i<m) index és olyan p', p" € V" szdpar,
hogy p= p'pip”. Legyen i a legkisebb ilyen index és valasszuk meg a p sz6 p' kezddszeletét gy,
hogy p;a r'p; szoban rész-szoként csak egyszer forduljon eld. Rendeljiik hozza p- heza g= rqp"
szo0t és ezt a hozzarendelést jeldljiik a kovetkezoképpen: legyen p =g ha P,—4q; & H | és legyen
p=>wq ha p,—q,EHLE hozzéarendelést, mely a formalis rendszer fogalmanal bevezetett kdzvetlen
levezethetdség fogalmanak a H - beli rendezést is figyelembe vevo modositasa, elemi helyettesitésnek

szokas nevezni. (Az elemi helyettesités nem tévesztendd dssze a helyettesitéssel, azaz a helyettesitési
szabalyok halmazanak egy elemével.) p =y.q esetén elemi zarohelyettesitésrél beszéliink.

Ha zardhelyettesitést hajtottunk végre az algoritmus megall, egyébként az algoritmus helyettesitd
1épése ujra lefut az imént kapott szora. Az algoritmus tehat mindaddig fut, amig vagy zarohelyettesités
be nem kovetkezik, vagy nincs alkalmazhato helyettesitési szabalya. Itt tériink ki arra, hogy a Markov-
féle normal algoritmus a sz6 eredeti értelmében nem algoritmus, hanem eljaras, mivel - ahogy majd
példat is mutatunk ra- nem feltétleniil fejezddik be, tehat a végesség feltétele nem teljesiil.

3.7. példa - Elemi helyettesités

Vegyik a W=C(Wa b,eik or,s,t iz}, \szoba — kerti, bab — szob}, {szoba — kerti}) ~ normal
algoritmust és a bababutor szot. Az i=2, hiszen a masodik szabaly alkalmazhaté ra. Vigyazni
kell viszont, hisz a bab sz rész-szoként kétszer is eléfordul. p' thehat nem ba lesz (mert ekkor
p‘p]=babab, aminek elsé harom és utolsd harom betiije is a bab szot alkotja ). igy p'=4

azaz az ures sz0. Ennek megfelelen a bababiitor =y szobabiitor =y kertibitor levezetéshez jutunk.
Itt a bababiitor =yszobabutor egy elemi helyettesités, szobabutor =y kertibutor pedig egy elemi
zarohelyettesités. Igaz, hogy a szobabuitor szoban is benne van a bab rész-sz6, de mindig az els6 olyan
szabalyt kell alkalmazni, amit lehet. Emiatt a szobabutor sz6 utan a kertibutor sz6 kovetkezik, nem
a szoszobutor. [

Azt mondjuk, hogy a p € V*sz6bol kiindulva egy g € V*sz6 eleme a W algoritmus levezetési lancdnatk,
ha teljesiilnek az alabbi feltételek: g = p, vagy

(1) W alkalmazhato p- re és

(ii) l1éteznek olyan ry, ..., 7, € V* szavak, hogy ro=p, r,=gq, r;=yryi=0, ...,k-1), ahol az
ro=w ... w1 14nc nem tartalmaz zarohelyettesitést.

Azt mondjuk, hogy a p € V* szoéra egy g € V* sz6 a W algoritmus eredménye (jelekben: p=7,q) , ha
g eleme a W p- b8l induld ( p=r, ..., 7, =q) levezetési lancanak és vagy ry_ | =7, vagy pedig
Fr1 = €s W az ri( = g) széra mar nem alkalmazhato.

Emellett megallapodas, hogy ha W a p szora nem alkalmazhato, akkor p =7 p.

Ha p=7q, akkor szokas mondani, hogy ¢ a p szoval megadott adatsorozaton a W normal
algoritmussal végrehajtott szamitas eredménye. Eszerint, egy W = (V, H, H ) normél algoritmus esetén
egy p € V" (input) széra a kovetkezd esetek allhatnak fenn:

(I) W a p- re nem alkalmazhat6. Ekkor a W - vel p- n végzett szamitas eredményének magat a p
adatot tekintik.

(II) p- bdl kiindulva létezik zarohelyettesitéssel vegz8dd (azaz p=wyry, r|=wry, -..r o Wi
7.1 =>wty alaka), vagy tovdbb nem folytathat6 helyettesitési lanc. (Ez utobbi azt jelenti tehat, hogy a
PEWry F1Dwrhy, .. T >why lancban 7y - ra W mdr nem alkalmazhato6.) Ekkor a p adaton a ¥ -
vel végzett szamitas eredménye az r;, = g sz0.

(IIT) p- bdl olyan helyettesitési lanc indul ki, mely soha nem fejezddik be. Ilyenkor azt mondjuk, hogy
W a p- re nem all meg, W a p adatbol eredményt nem szolgaltat.
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3.8. példa - Unaris szamok dsszeadasa

Tekintsiik a W =1, +}, {1+ - +1 + + — +, + — A}, {+ — 1)) normal algoritmust (ahol A az iires
sz6t jeloli). Ekkor
I+1+ I+ I=2p 11+ 1+ 1=+ 1+ 10+ 1=+ 110+ 1=+ 1+ =+ + 1+ 111

Syt ++111=>p++111=>p+1111=y.1111

Vegyiik észre, hogy altaldban is, 1"+1" :>=;V1m+ " vagyis a példabeli algoritmus az "egyes

szamrendszerben" vald "Osszeadas" algoritmusa. Ahany 1- est "adunk &ssze", annyi 1- esbdl allo
sorozatot kapunk a végén zardhelyettesitéssel. Nincs alkalmazhat6 szabalya az algoritmusnak példaul
a 11 szora. Ekkor eredménynek a korabbi definicidoval dsszhangban magat a 11- t tekintjiik. [

3.9. példa - Végtelen helyettesitési lanc

Egészitsilkk ki az elébbi példat az 1— 11 szaballyal, méghozza ugy, hogy ez legyen az
elsé szabalyunk. Az igy kapott Gjabb W=({1, +},{1->1L1+ > +1, ++ = +, + > {1+ - 1)
algoritmus mar nem fog befejez6dni az 1+1+1+1 szora (és sok mas széra sem):

[+ 1+ 1+ =211+ 1+ 1+ 12l LT+ I+ I+ I=2p 1111+ 1+ 1+ 1=y 11111+ 1+ 1+ 1... A moédositott
algoritmus tehat az 1+ 1+ 1+ 1 szora nem all meg, eredményt nem szolgaltat. [

3.10. példa - Unaris szamok szorzasa

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely az 1"*1" bemenetre 1™ kimenettel 4ll meg!
Megoldas:

W=({1,*a,b},H H}), ahol H a kdvetkezd:

1. *11 - a*1,2. *1 —> a, 3. la — alb, 4. ba — ab,

5.b1 -» 1b,6.al - a,7.ab—b,8.b— 1. Hi=gp O

3.11. példa - Feladat - Legnagyobb kozos oszto eléallitasa

Legyen W=C0abcde &},lac>ca,a&a—c&,a&— &d d—ac—ee—a &, D)
(azaz H | ebben a feladatban is iires halmaz) normal algoritmus. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges i, j
pozitiv egész szampérra ai & a/ =>yak, ahol k a legnagyobb kozos osztdja i- nek és j- nek. [J

3.12. példa - Binaris sz6 rendezése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris sz6 esetén
annyi 1-est, majd annyi 0-ast ir, amennyi a bemend szoban van!

Példaul: 001011011 bemenetre 111110000 szo6t adja eredményiil.

Megoldas:

Egyik lehetséges megoldas a kdvetkezo:

W=({0,1},{01 — 10}, & ). Az algoritmus a buborékrendezést valositja meg. Ugyanez a példa harom
szamjegy esetén: W=({0,1,2},{01 — 10, 02 — 20, 12 — 21}, ). O
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3.13. példa - Binaris sz6 tiikrozése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris sz tiikdrképét adja eredményiil!
Példaul: 0110011 bemenetre 1100110 végeredményt ad.

Megoldas: Egy lehetséges algoritmus a kovetkezd: W=({0,1,X Y, U, V,Z},H H)),
ahol H elemei:

1.Y0 > 0Y,2.Y1-1Y,3. Y- Z,4. UZ — 70,5. VZ — Z1,

6. U0 —-0U,7.Ul - 1U, 8. V0 — 0V, 9. V1 — 1V, 10. X0 — XU,

11.X1 > XV, 12. XZ — A, 13. A — XY.

H1={XZ—> i}

Az algoritmus a kdvetkezéképpen mitkodik:

1. A bemend szo6 elejére irja XY-t.

2. Y-telvissziik a sz6 végére és atirjuk Z-re.

3. Ha az X utani els6é szamjegy 1, akkor V-t irunk helyette.

4. Ha az X utani els6 szamjegy 0, akkor U-t irunk helyette.

5. U-tvagy V-t elvissziik a sz végére.

6. Haa Zelé Ukeriil, akkor 0-t irunk Zutan, és ha van még szam X és Z kozt, akkor vissza a 3-as pontra.
7. Haa Zelé Vkertil, akkor 1-t irunk Zutan, és ha van még szam X és Z kozt, akkor vissza a 3-as pontra.
8. XZ torlése.

O

3.14. példa - Binaris sz6 megegyez6 végeinek torlése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris sz6 els6 €s utolsoé karakterét
addig torli, ameddig azok megegyeznek!
Példaul: 10110001 esetén a kimenet 1100.

Megoldas: Egy algoritmus lehet ez: W=({0,1,X, Y, U, V,W},H,H), ahol H elemei:
1.0Y —> Y0,2. 1Y —>Y1,3.0W — W0,4. 1W — W1, 5. XY0 — X,

6.XY1 - X, 7.XW0—0,8. XW1 —1,9. U0 — 0U, 10. Ul — 1U,

11.70 -0V, 12. V1 - 1V, 13.0U - Y, 14. 1U > W1,15. 1V —> ¥,

16. 0V — W0, 17. X1 —» X1W, 18. X0 — X0U, 19. 1 > X

H={XW0— 0, XW1 —1}.

Az algoritmus a kovetkezoképpen miikodik:

1. A bemend szo6 elejére ir egy X-et.

2. Ha az els6 szamjegy 0, akkor U-t irunk utana.

3. Ha az els6 szamjegy 1, akkor V-t irunk utdna.

4. U-t vagy V-t elvissziik a sz6 végére.

5. Ha az utolso jegy 0 és U keriilt mellé, vagy ha 1 és V, akkor ezek helyére Y-t irunk.

6. Ha az utolso jegy 1 és U keriilt mellé, vagy ha 0 és V, akkor ezek helyére W-t irunk és visszairjuk
az utolsoé jegyet.

7. Y-t vagy W-t az elejére vissziik.
8. Ha az X utan Y kertil, akkor az Y-t és az els6 szamjegyet toroljiik, €s vissza a 2. 1épésre.

9. Ha az X utan W kertil akkor toroljik XW-t és megallunk.
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3.15. példa - Binaris szam novelése 1-gyel

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris szam esetén
eggyel nagyobb binaris szamot szolgaltat eredményiil!

Megoldas: W=({0,1,X,Y},H H}), ahol H elemei:
1.X1 - 1X,2. X0 - 0X,3. X— ¥,4.0Y — 1,
5.1Y—>710,6. Y —>1,7. A1 — X1.
H={0Y—>1,Y— 1}.
Az algoritmus miikddése:
1. A szo6 elejére X-et irunk.
2. X-et a szd végére visszik és Y-ra cseréljiik.
3. Yel6tt O van, 1-esre irjuk és kész vagyunk.
4. Yel6tt 1 van, O-ra irjuk és Y-t irunk elé. Vissza a 3-as pontra.
5. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor 1-esre irjuk at.
O
3.16. példa - Unaris szam binaris alakja
Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely 1" bemenetre az n szdm binaris alakjat adja eredményiil!
Megoldas:W=({0,1,X,Y},H,H;), ahol H elemei:
1.0Y—>1,2.1Y - Y0,3.Y > 1,4. X1 - YX,5. X — ],
6.1 —0X
Hi={X— 2}
Az algoritmus 1épései:
1. Az l-esek elé 0X-et ir.
2. Xl-et YX-re cseréli.
3. Y el6tti binaris szamot noveli eggyel €s Y-t torli.
4. Ha van X utan 1-es vissza 2-es pontra.

5. Torli X-et.

O

19



Formalis rendszer és
néhany fobb tipusa

3.17. példa - Binaris szam csokkentése 1-gyel

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szam esetén
eggyel kisebb binaris szdmot ad eredményiil!

Megoldas: W=({0,1,X,Y},H,H}), ahol H elemei:

1.X1 - 1X,2.X0 - 0X,3.X—> Y,4.1Y —> 0,
5.0Y > 7Y1,6. Y — A, 7.4 — X, és a zarOhelyettesités:
H1:{Y—> ﬂ}

Az algoritmus mitkodése:

1. A sz6 elejére X-et irunk.

2. X-et a szd végére visszik és Y-ra cseréljiik.

3. Yelétt 1 van, O-ra irjuk és kész vagyunk.

4. Yel6tt 0 van, 1-re irjuk, és Y-t irunk elé.

5. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor toroljiik Y-t, és kész vagyunk.

O

3.18. példa - Binaris szam unaris alakja

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szam unaris alakjat adja vissza!

Megoldas:W=({0,1,X,Y,Z,V},H H,), ahol H elemei:

1.X1 > 1X,2. X0 —> 0X,3. X — Y, 4. 1Y > 0Y1, 5. 0Y > Z1V1, 6. 0Z — Z1,
7.1Z—1,8.7Z—21,9.V—>Y,10.Y—>1,11.A > X, és

H={Y — A} zarohelyettesités.

Az algoritmus 1épései:

1. Aszo elé X-etir.

2. X-et a végére viszi és Y-ra cseréli.

3. Y el6tti binaris szdmot csokkenti, utani unarist ndveli eggyel.
4. Ha van Y el6tt szamjegy, akkor vissza 2-ra.

5. Torli Y-t.

(A feladatot Ggy is meg lehetett volna oldani, hogy a binaris szo6bdl balrdl jobbra haladva torliink egy
elemet, majd egy elszeparald szimbolum utan 1évo 1-eseket duplazzuk, és a torolt elemtdl fiiggden
vagy adunk hozza egyet vagy nem, amig a binaris szam el nem fogy.) [

Amint lattuk a formalis rendszereket algoritusok megadésara is hasznalhatjuk, ha egyértelmiien
megadjuk hogy adott 1épésben melyik szabalyt ¢s hol kell alkalmazni. Ezzel szemben a generativ
rendszerek teljesen nemdeterminisztikusak, altaldban nem csak az telejsiil, hogy tobb alkalmazhato
szabaly koziil valasztunk, de az alkalmazas helye is lehet tobbféle. A kovetkezd fejezetben a
generativ rendszerekbdl szarmaztatott generativ nyelvtan fogalmat ismertetjiik, mely e jegyzet egyik
legfontosabb kozponti fogalma.

3.2. Generativ nyelvtan, Chomsky-féle
nyelvosztalyok

Egy W =(V, Ax, H) genetativ rendszerbél igy kapunk generativ nyelvtant, ha a ¥ dbécét felbontjuk
kozos elemet nem tartalmazo nem iires (és V' végessége miatt véges) N és T részhalmazokra (
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V=NUT,NNT=Q,N+ D, T+ D), az Ax pedig egyetlen, egybetiis, N - beli (altalaban S -
el jelolt) elembdl all, s minden H - beli szabaly baloldala legalabb egy N - beli betiit tartalmaz.
Formalisan tehat a generativ grammatika (vagy generativ nyelvan) definicidja:

1. Definici6 A G=(N,T,S,H) rendezett négyest generativ nyelvtannak  (vagy
generativ grammatikanak) nevezzik, ha N ¢és T diszjunkt véges dabécék, SEN,
HC(NUD'NWUT'x(NUT). Az N elemeit nemtermindlis jeleknek vagy valtozé
szimbolumoknak nevezziik, és 4ltalaban nagybetiikkel (S, 4, B, C, ...) jeldljiik. A T elemeit termindlis
Jjeleknek, vagy konstansoknak nevezziik, és altaliban kisbetiikkel (a4, b, ¢, ...) jeldljiik. A H elemeit
képezd (p, g) rendezett parokat (, mint korabban is) helyettesitési szabalyoknak nevezziik, és 4ltaliban
p— q alakban irjuk. Az S egy kitiintetett nemterminalis jel, amely a G nyelvtanban a generalas
kiindulé vagy kezd6 eleme, masnéven mondatszimboluma (startszava). []

Most definialjuk, hogy hogyan allitunk el6 egy nyelvet egy generativ nyelvtan segitségével, el6szor
most is (kozvetlen) levezethetdséget kell definialnunk, ez tulajdonképpen megegyezik a generativ
rendszerekben meghatarozott azonos fogalmakkal:

2. Definicié Egy G generativ nyelvtanban az r€(NUT) sz6bol egy Iépésben, vagy kizvetleniil
levezethetd at €(N U T)' sz6, ha van olyan p — ¢ helyettesitési szabély a H - ban és py P, ENUT )
ugy, hogy r= p,pp, ést= PPy Jelolés: r=qt, vagy ha egyértelmlien meghatarozhato a G, akkor

r=1.

Egy G generativ nyelvtanban az r sz6bdl levezethetd a t sz6, ha van olyanry, ry, ..., r, véges szosorozat
a(N U T)"- ban, amelyre teljesiil, hogy ro=1, rp=tésr;=r;(i=0,1, ..., n-1).Ezt arelaciot r =*-

vel jeldljiik. Megegyezés szerint minden r €(N U T ) széra r = teljesiil.

A G=(N,T,S,H) generativ nyelvtan dltal generdalt nyelven a T"- beli szavak kovetkezé halmazat
értjilk: L(G) ={w|S=*w, we T%. O

Ugy is mondhattuk volna, hogy IL(G)=LJG)NT", ahol Lg(G) a G mint generativ rendszer,
pontosabban a (V,{S}, H) generativ rendszer altal generdlt nyelvet jeloli. (Tehat vigydzat: Nem
tévesztendd Ossze a G generativ nyelvtan és a G mint generativ rendszer altal generalt nyelv, hiszen
L(G) = Lg(G), vagyis a két nyelv nem esik egybe: S € Lo(G), de S& L(G) !) Lg(G) elemeit, vagyis
azon (N U T) feletti szavakat amelyek az S modatszimbolumbol levezethetéek, mondatforméaknak, N*
elemeit nemtermindalis szavaknak, T* elemeit pedig termindlis szavaknak, vagy a nyelvtani analogia
miatt mondatoknak is hivjuk. Egy adott nyelvtan esetén a levezetés soran mondatformak szereplenek,
igy a levezetett terminalis szot sokszor egyszerlien csak levezetett szonak fogjuk hivni (amennyiben
ez nem zavaro).

Chomsky nyelvészként a természetes nyelvek leirdsat szerette volna elérni generativ nyelvtanok
segitségével, igy a fogalom megfelel annak, hogy a valtozdok a nyelvi fogalmak (ige, fénév, stb.), a
konstansok pedig a szotari szavak elemeinek absztrakcioi. Habar a természetes nyelvek teljes formalis
leirasa ilyen forman a mai napig nem sziiletett meg, a generativ nyelvtanok szerepe igen fontossa valt
a mesterséges nyelvek, igy a szamitogépek fejlédésével, pl. a programnyelvek formalis leirasakor.

Els6 példankban kezdetleges szamitdgépes nyelvészeti leirassal probalkozunk.

3.19. példa - Generativ nyelvtan természetes nyelv "leirdasara"

Legyen G=W,T,S, H), ahol N =18, (ige), (f6neév), (melléknév)}, T={ magyar
dbécé bettii }, H =1{S — (ige), (ige) — (fdnevXige), (f 6név) — (melléknevX f 6név),
(melléknév) — az  (mellekneév), (ige) — tanul, ( f 6név) — didk, (melléknév) — engedelmess.

Tekintsiik a kovetkezo levezetést.
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S = (ige) = (f6névNige) = (melléknévX f6névNige) = az  (melléknévX fénévXige)

=>az engedelmes (fdénévNige)= az engedelmes diak (ige)=> az engedelmes didk tanul.
Ugyanigy levezethet6 "nyelvtanunkkal" példaul: az az engedelmes diak tanul, stb. ]

A generativ nyelvtan persze nemcsak nyelvtani elemzésre alkalmas eszk6z. Mint a kdvetkez6 (M.

Soittola -t6l , illetve M. Penttonen-t6l szarmazo) példak is mutatjak, segitségével eld tudjuk allitani
az Osszes négyzetszamot, illetve a primszamokat.

3.20. példa - Unaris négyzetszamok

G=US, X,Y,Z, X, Xp, Y}, Yo}, id}, S,{S - a, S — aX X,Z, X,Z — aa, Xa— aa, Ya— aa,
XzZ-’YIYXZ,XXl—)XlYX, YX1—>Y1YX,XY1—>X1Y, YY1—>Y1Y,aX1—>aXXYX2,
XY — XY, YV =YY, Yo X — Y X0

Az dsszes négyzetszamot a kdvetkezdképp allithatjuk eld:

Elészor bizonyitsuk be hogy a generdlt terminalis szavak hossza eleme lesz az
L1+3 1+3+5 ...,1+3+ ... +@n-1), ... sorozatnak:

Csoportositsuk a szabalyokat az alabbi médon.
D S—aS—aXX,Z,

(2 X,Z— aaq,

(3 Xa—aa Ya— aa,

(4) X,Z—-Y\YXZ,

(5) XX,—>X\YX,YX,—> Y VX,

6 XY, > XY, YY,—>YY,

(7) aX,—aXXYX,,

(8) X, ¥ > XY, Y)Y > VYo Vo X > Y X,

A tovabbiakban (D-(8) a megfeleld csoport valamelyik szabalyat jeloli. (1) (mely a
mondatszimb6lumbdl kiindul6 szabalyokat mutatja) az a és aX X,Z szavak valamelyikét eredményezi.

Tekintsiink a p;=aXqXyZ, qiE{X , Y ¥ s26b6l terminalis szavakhoz vezetd levezetéseket. El8szor
csak (2) vagy (4) alkalmazhaté. Ha (2) keriilt alkalmazasra, akkor a folytatds egyediili médja (3)
alkalmazasa egész addig, mig egy 1+ 3+ | ql.I hosszu terminalis szo6t nem kapunk. (Mivel a terminalis
abécé egy betiibdl 4ll, minden sz6 meg van hatdrozva a hossza 4ltal.) Ha (4) keriil alkalmazasra, az
aXgq,Y Y XZ sz6t kapjuk. A folytatés egyediili modja az " 1" index balra Iéptetése (5)- el és (6) egész
addig, amig (7) alkalmazhatova valik. (7) alkalmazésa utdn egy aX XY X,q'YYXZ szbhoz jutunk,
ahol qi'- t tgy kapjuk q;- bol, hogy X minden eléfordulasakor Y- t irunk. A *" 2" index jobbra
X022, 0., = XYQ/'YY szavakhoz vezet.
(Megjegyezziik, hogy (8) eleget tesz a " 2 " index jobbra 1éptetési kdvetelményének, hisz X,X — X X,
nem sziikséges, mivel nem fordul el6 két egymast kovetd X.) Egy, a kiinduld p; szavunkkal

Iéptetésének egyediili lehetésége a (8), mely a P;y=aXQ

megegyezé formaju szohoz jutottunk, s kezdédhet egy 1j ciklus (2) vagy (4) alkalmazasaval.
Kovetkezésképp, |q,, | = 1¢,] +q|X1+5, ahol g[X]jel6li az X betii eléfordulasainak szdmat ¢ - ben.
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Mivel vilagos, hogy ¢, [X]1=¢g[X]+2, kapjuk, hogy a generdlt terminalis szavak hosszai elemei az
L 1+3, 1+3+5, ..., 1+3+ ... +(2n-1), ... sorozatnak.

Miésrészt konnyen igazolhatd, és kozismert, hogy n2=1+3+ ... +Qn-D(r=12 ...). igy
L@ ={a?2|n=12 ...}.0

3.21. példa - Unaris primszamok

G=(S,4,B,C,D,E, X}, X0, X3, Y Y, Y}, Vo, Y3, Y4 Y5, Y, Y, Y, Yoh, 1), S,
S—a2S—aS—ad5S—al,S— Y 45X, Y- Y 42 Y A - X £X,,

iAXyA— DY,Y E, iDY,— DY i, X, DY, — X,BY3, Y4 — i¥s Y3Y,E — Y,V E,

YAEi — iYAE, YAEX3— Y4CX 5 iYy— Yai, VY 4 — iX,, (€14, B,

X B— XY, YsB— BYs, YsXyA—Y X4, BY g— YA, XY g — X 14,

CX3— Y7X3, CYq— Yad, BAX Y, — Yed X, (GE{0, 1,2, A* X,V 5 — Yed* Xy, AYg— Yed,
BYg— Ygd, X |Yg— X |4, X,X3— Yoa, AYg— Yoa, X Yo — aa)). Igazolhato hogy
LG ={a?|p - primszam,.

Az Osszes prim szamot a kdvetkezoképp allithatjuk elé: Csoportositsuk a szabalyokat a kovetkezo
modon.

(D S»a2S—a3S—a5S—d,

Y3Ei—>iY3E, Y3EX3—> Y4CX3, lY4—> Y4i, YiY4—>iX2,i€{A,B},

X Yg— X4, j€lo, 1,2}

(6) X, X3— Yga, AYg— Yoa, XYy — aa.

Az (1)- beli szabalyok generaljak minden 10 alatti prim n- re az a” alaku terminalis szavakat. A
(2)- beli szabalyok generaljak minden 9- nél nem kisebb n- re az X 1A3X 2A”'6X 3 alakd szavakat.
A (3)-(5) szabalyok tesztelik, hogy n oszthato-e 3- al, s ha nem, akkor eljutunk az X 1A4X 2A”'7X 3
szohoz. Ezutan kovetkezik a 4- el oszthatosag tesztje. Negativ eredmény esetén X, egyet 1ép jobbra.
A pozitiv valasz olyan levezetést eredményez, mely nem vezet terminalis sz6hoz. Ha az oszthatdsagi
teszt eredménytelen, eljutunk az X 43X, X5 szohoz, s (6) vilik alkalmazhat6vé, mely elvezet a’-
hez. A részletesebb bizonyitast mell6zziik. [J

A generativ nyelvtan dualis fogalma az analitikus nyelvtan, amit a generativ nyelvtanhoz hasonldan,
G=(N, T, S, H) alakban adunk meg, benne N a vdltozé(szimbSlumo)k, vagy még mas néven, a
nemterminalisok halmaza, T a konstansok vagy terminalisok halmaza, S a mondatszimbolum, H pedig
(mint korabban) a szabalyok halmaza. E fogalomnal is hasznaljuk a V' =N U T jelolést , N* elemeit
nemtermindlis szavaknak, T" elemeit pedig termindlis szavaknak, vagy a nyelvtani analogia miatt
mondatoknak hivjuk (ugyanugy mint a generativ nyelvtannal). Szemben a generativ nyelvtannal, itt
azt tételezziik fel, hogy minden H - beli szabaly jobboldala legalabb egy N - beli betlit tartalmaz.
A G analitikus nyelvtan dltal acceptalt, vagy elfogadott, vagy még mas néven, felismert nyelven a
T*- beli szavak kovetkezd halmazat értjiik: L(G)=iwe T* |w:>*G$}. Itt is mondhattuk volna, hogy
@=L NT* ahol LG a G mint analitikus rendszer, pontosabban az (N U T, {S}, H) analitikus
rendszer altal felismert nyelvet jeloli. (Tehat vigydzat: Hasonldan a generativ valtozatokhoz, nem
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tévesztendd Ossze a G analitikus nyelvtan és a G mint analitikus rendszer 4ltal felismert nyelv, hiszen
L(G) ¢ L{G), vagyis a két nyelv soha nem esik egybe!)

Ervényes a kovetkezé tétel, melynek bizonyitasat az olvasora bizzuk.

1. Tétel. Tekintsiink egy tetszleges G=(N, T, S, H) tetszéleges generativ (analitikus) nyelvtant.
Alkossuk meg hozza az 0sszes olyan ¢ — p szabalyok H'halmazat, melyekre p — q € H. Ekkor a

G'=(N, T, S, H") analitikus (generativ) nyelvtanra L(G") = L(G).

3.22. példa - Gyakorlé feladat

Az 1. Tétel. felhaszndlasaval, tovabba az el6zd két példa segitségével készitsiink analitikus
nyelvtanokat, melyek altal felismert nyelvek L(G)={a"’|n=12, ...}, illetve LG =1{a”|p -
primszam }. 0

A 1. Tétel. alapjan minden (generativ vagy analitikus) nyelvtan befoglalhato egy vele ekvivalens
dualis nyelvtannal alkotott parba. (Nevezetesen, minden generativ nyelvtanhoz tartozik egy vele
ekvivalens analitikus nyelvtan, s megforditva, minden analitikus nyelvtanhoz tartozik egy vele
ekvivalens generativ nyelvtan.) A tovabbiakban a "nyelvtan" elnevezést fenntartjuk a "generativ
nyelvtan" elnevezés roviditésére. Nyelvtan alatt tehat mindig generativ nyelvtant fogunk érteni (mig
analitikus nyelvtan esetén mindig kitessziik az "analitikus" jelz6t).

3.2.1. Chomsky-féle nyelvosztalyok

A nyelvtan és az altala generalt nyelv definicidja szerint minden nyelvtanhoz egy egyértelmtien
meghatarozott nyelv tartozik, de megforditva, egy nyelvet nem csak egy nyelvtannal generalhatunk.

Két nyelvtant (gyengen) ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet generaljak, vagy az altaluk
generalt nyelv legfeljebb az iiresszoban tér el. Tehat, formdlisan, G, és G, (gyengén) ekvivalens, ha

LGN = LG\

Az ekvivalencia fogalmanak ismeretében kézenfekvonek latszik a kiilonb6z6 nyelvtanokat bizonyos
formai tulajdonsagok alapjan osztalyokba sorolni. Az osztalyozas alapjat a helyettesitési szabalyok
alakjara vonatkozé megszoritasok képezik abban a hierarchidban, amelyet az elmélet egyik
megalapozoja, N. Chomsky vezetett be, és amelyet alabb ismertetiink.

3. Definicio. A G=(N, T, S,H)- t i- tipusi nyelvtannak (i=0,1,2,3) nevezziik, ha az alabbi
megszoritasok koziil az i- edik teljesiil:

(0) Mondatszerkezetii nyelvtan, (Phrase-structure). A generativ nyelvtan korabban mar ismertetett

altalanos definiciéjanal feltettiik, hogy H olyan (N U T)' - beli parokbol 4ll, melyek elsé eleme (azaz
a szabaly baloldala) tartalmaz legalabb egy nemterminalist. H - ra ebben az esetben (azaz i = 0 esetén)
ezen kiviil nem rovunk ki kiilon feltételt.

(1a) Szohossznemcsokkentd, vagy monoton nyelvtan, (Monotone) Minden H - beli p — g szabélyra

| pl<|q|teljesiil, vagy S — 2 alaki, de ez esetben, vagyis S — A € H eléforduldsa esetén S nem 1ép fel
egyetlen H - beli szabaly joboldalan sem.

(1) Kornyezetfiiggd nyelvtan, (Context-Sensitive) Minden H - beli szabaly vagy plA p,— Pap, alaku,

aholis p, p,€(NU TV, AeN,ge(NUT), ((NUD =(NUT'\{) vagy pedig S— . alaku.

Utobbi esetben, azaz S — 1 € H eléfordulasa esetén feltessziik, hogy S nem 1ép fel egyetlen H - beli
szabaly joboldalan sem.

(2) Kornyezetfiiggetlen nyelvtan, (Context-Free) Minden H - beli szabaly 4— p alakl, aholis
AeN, pe(NUT)"
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(2.5) Linearis nyelvtan, (Linear) Minden H - beli szabaly 4 — uBv vagy A — u alakti, ahol 4, BE N,
u,ve T

(3) Regularis nyelvtan, (Regular) Minden H - beli szabaly vagy 4 — uB, vagy pedig 4 — u alakq,
ahol 4, BEN,ucT". [

A 0- tipusu nyelvtanokat mondatszerkezetii nyelvtanoknak is szokas nevezni, utalva azok nyelvészeti
eredetére. Az la-tipusnal a monoton, illetve szohossznemcsokkentd név dnmagéért beszél, itt a
levezetés soran nem csdkkenhet a mondatforma hossza (az egyediili S= A lehetséges levezetést
kivéve). Az 1- es tipustiakat kérnyezetfiiggonek nevezzik, az elnevezés itt arra mutat, hogy egy
szabaly egyetlen 4 nemterminalis helyébe egy nem iires szonak a beirasat jelenti, de csak akkor ha
a nemterminalis kozvetlen kdrnyezete egy adott Py Py szopar. (Természetesen megengedett az is,

hogy Pp P, barmelyike, vagy akar mind a kettd iires legyen.) Ures szavat csakis a mondatszimbolum

helyébe tehetiink, s azt is csak egy levezetés legels6 1épésében teszi lehetévé az 1- nyelvtan. Ezt
biztositjuk azon megszoritassal, hogy ha 1- nyelvtanunkban egy plAp2—> pap, szabalyban g =4,

csak ugy lehessen, ha 4=, Py=p,= A (azaz S — A szabalyrol van sz0). S hogy egy levezetés soran

az S helyébe csak az els6 1épésben lehessen iires szot tenni (a tobbi nemterminalisra ez a lehetdség
is ki van zarva), az § — A szabaly el6fordulasa esetén kizarjuk annak lehetdségét, hogy S szabalyok
jobboldalan szerepeljen. Utalva arra, hogy a 2- tipustl nyelvtanok esetén egy szabaly baloldalan allo
nemterminalis barmilyen kdrnyezetben helyettesithetd a szabaly jobboldalan allo szoval, ezesetben
kornyezetfiiggetlen nyelvtanokrol beszélink. Ez nem all szemben a kornyezetfiiggéssel, hiszen
ott az lires sz, mint kdrnyezet is megengedett, mint latni fogjuk inkabb arrél van sz6, hogy a
kornyezetfiiggetlen nyelvtanok a kdrnyezetfliggéknek specialis esetei. Ha egy 2-tipusu nyelvtan
minden szabalya legfeljebb egy nemterminalist tartalmaz a jobb oldalan, akkor eljutunk a linearis
grammatika fogalmahoz. A linearis nyelvtanok, mint latni fogjuk, a hierarchiaban a 2- és a 3-tipus
kozott helyezkednek el. Ha egy linearis nyelvtanban specialisan az dsszes A — uBv alaku szabalyban
v=/, akkor 3- tipusu nyelvtanhoz jutunk, amik a jobb-linearis nyelvtan elnevezést innen kaptak.
Hasonl6 moddon, ha az 6sszes A — uBv alaku szabalyban u =/, akkor bal-linedris nyelvtanokrol
beszéliink.

4. Definicio Egy nyelvrdl azt mondjuk, hogy mondatszerkezetii (RE) / monoton / kdrnyezetfiiggd
(CS) / kornyezetfiiggetlen (CF) / linearis (LIN) / jobblinearis / ballinearis / reguléris (REG),
ha mondatszerkezetli / monoton / kornyezetfiiggé / kdrnyezetfiiggetlen / linearis / jobblinearis /
ballinearis / regularis nyelvtannal generalhatd. Tovabba az i =0, 1, 2, 3 értékek esetén azt mondjuk,
hogy egy nyelv i-tipusu, ha van olyan i-tipusu nyelvtan, amely azt generalja. []

Egyszertien bizonyithatok a kovetkezo tételek.

2. Tétel. Minden G i - tipusu (i=0,1,2,3) nyelvtanhoz 1étezik egy vele ekvivalens G'i- tipust nyelvtan,
amelynek szabalyai jobb oldalan a mondatszimb6lum nem 1ép fel.

Bizonyitds. Valoéban,ha G=(N, T, S, H)i- tipust nyelvtan, akkor egy ilyen G'nyelvtant megadhatunk
G'=(NU{S"}, T, S', H') alakban, ahol S'& N és H'= H U{S'— p|S — p€ H. Q.E.D.

3. Tétel. Ha az L nyelv i - tipust, akkor L U{A} is.

Bizonyitas. Legyen G=(N, T, S, H) egy i- tipust nyelvtan melyre L = I(G) és melyben az el6z6 tétel
értelmében a mondatszimbolum nem fordul el6 egyik szabaly jobboldalan sem. Ha L tartalmazza az
iires szot, LUA} =L i- tipusu volta automatikusan teljesiil. Ha nem tartalmazza, akkor tekintsiink
egy G'nyelvtant, ahol G'=(N, T, S, H") és H'= H U{S — ). Ekkor a G' i - tipust nyelvtan generalja
LUA-t.QED.

3.2.2. A Chomsky hierarchia

Definici6 szerint azonnal 1athatd, hogy minden 3- tipust nyelvtan egyben linearis, és minden linearis
nyelvtan egyben 2- tipust is, valamint minden 1- tipust nyelvtan monoton és minden monoton
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nyelvtan egyben 0- tipust is. Az is nyilvanvalo, hogy minden 2- tipusu, linearis vagy 3- tipusu
nyelvtan egyben 0- tipusu is. Nézziik meg az 1- tipusu és a 2- tipusu nyelvtanok kozotti kapcsolatot.

4. Tétel. (Uresszo-lemma). Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikahoz megadhaté olyan G'
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, hogy L(G)=I(G") (azaz az &ltaluk generalt nyelv ugyanaz), s ha

J.& L(G), akkor a G'- beli szabalyok jobboldalan /A nem fordul eld. Ha viszont 1 € L(G), akkor az
egyetlen G'- beli szabaly aminek jobboldala az iiressz6 S' — 4, ahol S'a G' mondatszimbdlumat jeldli.

Ezesetben, azaz A € L(G") fennallasa esetén viszont S' (azaz a G' mondatszimbéluma) nem fordulhat elé
egyetlen G'- beli szabaly jobboldalan sem. Ennek megfelelden, tahat G' nemcsak kdrnyezetfiiggetlen,
de egyben a kornyezetfiiggd definicionak is eleget tesz.

Bizonyitds Legyen G=(N, T, S, H) 2- tipust nyelvtan. Megszerkesztiink hozzé egy G,=(N, T, S, H})
grammatikat a kovetkez6 modon. Definidljuk az U, halmazokat (i=0,1,...) a kévetkezé modon: el8szor
az U;={4|4A— i€ H}, majd az U,,=U;Uid|4— peH, peU/}, i>1 halmazokat. Mivel
U,cU,<c ...U;S ... €N, és N véges, azért létezik olyan k, hogy U, =U, . Az U; G=12..)
halmazok konstrukcioja alapjan ekkor lathaté, hogy minden m pozitiv egészre U, = U, Jeldljik
ezt U- val, tehait U=U,. Erre az U - ra ekkor 4=*1 akkor és csak akkor ha A€ U (4€N),
azaz A€ L(G) akkor és csak akkor ha S & U. Tekintsikk most azt a G;=(N, T, S, H,) grammatikat,
amelyre A—>p1€H1 pontosan akkor, ha plii és van olyan 4— p€ H, hogy p,=p vagy
P, eléallithtd p- bol Ggy, hogy p- bdl U- beli elemet vagy elemeket hagyunk el. p- bdl
tehat egy ilyen P, szOt ugy szarmaztatunk, hogy alkalmas U- beli (nem feltétlen egymastol

péaronként kiilonboz8) Ay, ..., Ay nemtermindlis betiikre és (NUT Y- beli qp -- szavakra

i
p=q Ay q,4nq, . mellett p =g, ...q  fennalljon. Ekkor nyilvanvalé, hogy L(G)) < L(G)\{/}. De
megforditva, L(G)\{}} = L(G) is fennall, hisz ha S=*p és p+#/, akkor fennéll p € L(G") is, mivel
a p- nek egy G- beli levezetése esetén minden 4 — A alaku szabaly alkalmazasa helyett vehetjiik
a megfelel6 H- beli szabalyokat. fgy azt kaptuk, hogy L(G)\{1} = L(G)). Ha tehét 1 ¢ L(G), akkor
G'- ként G- et vélaszthatjuk. Ha pedig A € L(G), akkor egy 4j S' (& N U T) szimbolumot vélasztva
vegyikk a G'=(N U{SY, T, S', H,U{S'— S, S'— 1} nyelvtant, mely ezesetben nyilvanvaléan eleget
tesz a tételbeli tulajdonsagoknak, igy a tétel bizonyitast nyert. Q.E.D.

Lathatjuk tehat, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek generalhatéak olyan (kornyezetfiiggd)
nyelvtanokkal, melyekben minden szabaly bal oldalanak hossza egy.

A fenti tételiink alapjan kdnnyen lathato, a Chomsky-féle nyelvosztalyok alabbi hierarchidja:
REGSLINSCF<SCSESRE.

Ez a hierarchia valojaban élesebb, de ezt a késobbiekben az adott nyelvosztalyok vizsgalatakor fogjuk
bizonyitani.

A jegyzet soran e hirarchia nyelvosztalyait is sorra vessziik, és kiillonb6zo fontos tulajdonsagaikat
viszgaljuk, ezeket a problémakoroket ismertetjiik a Problémakordk alfejezetben.
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3.23. példa - Grammatikak fobb tipusai 1. példa

Az alabbi szabalyok hanyas tipusti grammatika elemei lehetnek, ha a kisbetlik terminalist,
a nagybetlik nemterminalist jeldlnek?

A—B

3-as tipust: ez a szabaly X — xY alakd, A=XE N ésx=1 €& T*, és Y=BEN.

2-es tipusu: X — p alaku, X=4A €N, p=B € Ve

1-es tipust: P1PP,— P QP alaku, ahol P\=P,=A€ V" P=AE€N, Q=B< V",

0-as tipusu, ahol a szabalyokra nincs megkdtés azon tal, hogy minden szabaly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

(ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat vizsgaljuk, akkor linearis és monoton is)

A — BC

2-es tipusu X — p alaki, X=4A €N, és p=BC & V.

1-es tipust: P1PP,— P1OP; alaku, ahol Py=P,=A€ V' P=A €N, Q=BC< V",

0-as tipusu, ahol a szabalyokra nincs megkotés azon tal, hogy minden szabaly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

XY — XaB

1-es tipust, P{PP,— P;0P; alaku, ahol P)=X€ V' P=YEN, Q=aB€ V', P,=\€ V",

0-4s tipusu, ahol a szabalyokra nincs megkotés azon tal, hogy minden szabaly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

ABC — ACB

0-as tipusu lehet csak, ahol a szabalyokra nincs megkotés azon tal, hogy minden szabaly baloldala
tartalmaz nemterminalist.

(egyébként, ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat tekintjiik, akkor monoton is)

A— ]

3-as tipust: ez a szabaly X — x alaki, A=XENésx=A€T g

2-es tipusti: X — p alaka, X=4A €N, p=A€ V.

0-4s tipusu, ahol a szabalyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabaly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

(ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat tekintjiik, akkor linearis is. Ha A=S (azaz A a mondatszimbo6lum),
akkor egyéb feltételek teljesiilése mellett szerepelhet 1-tipusti, vagy monoton nyelvtanban is). []

3.24. példa - Grammatikak fobb tipusai 2. példa

Milyen tipusu a G=({S, 4, B}, {x, v}, S, H) grammatika, ahol H szabdlyai:

S — AB, A— BSB,

A — BB, B— x4y,

B—A,B—>x,B—y.

Megoldas:

S— AB; A— BSB,; A— BB ; B— xAy megfelel a

0-as, 1-es és 2-es tipusu grammatika kovetelményeinek, de a 3-asénak nem.

B — x ; B — y megfelel a 0-s, 1-es 2-es és 3-as grammatika kdvetelményeinek.

B — ] pedig a 0-as 2-es és 3-as grammatika kdvetelményeinek.

Tehat a grammatikank minden szabalya megfelel a 0-as és 2-es tipusti grammatika kovetelményeinek
is. Ilyenkor azt szoktak nézni, hogy melyik a legnagyobb index, amelyhez tartozé kdvetelményeinek
a teljes szabalyhalmaz eleget tesz. Ez alapjan a nyelvtanunk 2-es tipust. [
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3.25. példa - Grammatikak fobb tipusai 3. példa

Milyen tipusu a kdvetkez6 grammatika?

G=({S, 4, B},{a}, S, H), ahol H szabalyai a kovetkezok:
S — ABa, AB — AaBB,

B —aaa, S — AS,

AAS — ABS.

Megoldas:

S — ABa (0-as, 1-es, 2-es)

AB — AaBB (0-8s, 1-es)

B — aaa (0-és, 1-es, 2-es, 3-as)

S — AS (0-as, 1-es, 2-es)

AAS — ABS (0-4s, 1-es)

Grammatikank eleget tesz a 0-as és az 1-es tipus kovetelményeinek,
ezért a grammatikank 1-es tipusu lesz. [

3.26. példa - Grammatikak fobb tipusai 4. példa

Hanyas tipusu a kovetkez6 grammatika?

G=({S 4, B}, {a b, c}, S H),ahol H szabalyai a kovetkezok:

S — ABc, A — aB,

A — Bc, B— adc,

B — bc.

Adjuk meg az 6sszes hatbetlis szt a grammatika altal generalt nyelvben!

Megoldas:
Az Osszes szabaly eleget tesz a 0-4s, 1-es és a 2-es tipus kovetelményeinek,
ezért 2-es tipustl a grammatika.

Most hatarozzuk meg a hatbetlis szavakat!

El6szor is azt kell megallapitsuk, hogy a grammatika szabalyai koziil a baloldal mindenhol
rovidebb, mint a jobblodal, vagyis egy sz6bol sehol sem kapunk révidebbet (s6t, mindig
szigoruan hosszabb mondatformat kapunk), tehat a levezetéseket elég hatbetts szavakig nézni,
¢és azok koziil azok lesznek a grammatika altal generalt nyelvben, melyek csak terminalist
tartalmaznak.

A levezetés elsé 1épése mindenképpen az S — ABc lesz.

Az A helyére vagy Bc vagy aB kertilhet csak.

Mindkét esetben lesz egy négybetiis szavunk, melyben lesz két terminalis

¢és két B nemterminalis. B helyére csak bc keriilhet, mert kiillonben gy kapunk hatbetls szot,
hogy még marad benne nemterminalis.

Ezért a levezetéseink a kovetkezok lesznek:

S — ABc — aBBc — abcBc — abcbcec,

S — ABc — BcBc — bceBe — beebec.

Természetesen van még ezen kiviil tobb levezetés is, de az

csak a nemterminalisok helyettesitésének sorrendjében tér el. [
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3.27. példa - Grammatikak fobb tipusai S. példa

Hanyas tipusu a kovetkez6 grammatika?

G=({S},{x, y, +, *), (}, S, H), ahol H szabalyai a kdvetkezok:
S—8+5, §—> 5%, 5> (5),S—>x, S—y.

Adjunk meg az y*(x+y) sz6 egy levezetését!

Megoldas:

S— §+S ;85— 5*S ;S — (S) lehetnek 0-as, 1-es és 2-es tipusu szabalyok.

S — x ;S — ypedig 0-as, 1-es, 2-es s 3-as tipust szabalyok, vagyis minden

szabaly eleget tesz a 0-as 1-es és a 2-es tipus kovetelményeinek, tehat a grammatika 2-es
tipusu lesz.

Az y*(x+y) sz6 egyik levezetése a kovetkezo:
S= §* = y* S = y*S) = yH(§HS) = yHat+S) = y¥aty) O

3.28. példa - Grammatikak fobb tipusai 6. példa

Adott a G=({S,4,B,C },{a,b } ,S, H) nyelvtan, ahol H szabalyai:

S—aS, S— bad, A— aA, A — baaB,

B— aB, B— b, B— baaaC, C— aC, C— a.

Milyen tipusu? Adjuk meg az aabaabaaabaaaa sz6 levezetését!

Megoldas:

A nyelvtan szabalyait megnézve, lathatjuk, hogy az Gsszes szabaly eleget tesz a
0-as, 1-es, 2-es és 3-as tipust nyelvtanok kovetelményeinek,

tehat a nyelvtan 3-as tipusu.

A generalas az els6 két szabaly valamelyikével kezdédhet.

Mivel a keresett sz6 a-val kezd6dik, ezért az 1. szabalyt kell hasznalnunk eldszor.

Az elsd szabaly n-szeri (n tetszéleges nem-negativ egész) alkalmazasaval "S-et kapunk.
Ahhoz, hogy az S szimbdlum eltiinjon a mondatformabdl a masodik szabaly hasznalatara
van sziikség.

Ennek alkalmazésa utin a"baAd-hoz jutunk.

Ezutan olyan A-bdl kiinduld szabalyt kell keresni, ahol a kdvetkezik a nyil utan.

Ezért a 3. szabaly m-szeri alaklmazasaval a"baa™A-t kapunk.

Majd a negyedik szaballyal: a"baa™baaB-t.

Ezutan harom alkalmazhat6 szabaly van.

Az 5tddik k-szori alkalmazésa az a"baa"baad*B alakhoz vezet.

Ekkor a levezetés befejezhetd a B— b szaballyal: a"ba a"'baa d'p.

Alternativa ként a B— baaaC szaballyal folytathato a levezetés: an ba am baa ak baaaC.
Ekkor a C— aC j-szeri alkalmazasa az a"ba a""baa d*baaa @ C formahoz vezet, a levezetés
ekkor az utolso szaballyal fejezhet6 be: a” ba a™ baa d" baaa d a eredménnyel. [J

A levezetéseket graf segitségével is szemléltethetjilk. Ebben az esetben az aabaabaaabaaaa sz6
levezetését a kovetkez0 fa reprezentélja:
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3.29. példa - Grammatikak fobb tipusai 7. példa

Adotta G=({ S4,B }, { a,b }, S, H) nyelvtan, ahol H={S — a A, A— Sa,

A— a, S— bB, B— S§b, B— b, S—> a, S— b }.

Milyen tipusu? Mely nyelvet generalja?

Adjuk meg az abbabba sz6 levezetését fa alakban!

Megoldas:

Amint latjuk a szabalyok kozt van jobb-, illetve bal-linearis alaku is, ezért a megadott
grammatika nem regularis. Az viszont minden szabalyra teljesiil, hogy a nyil utan legfeljebb egy
nemterminalis betl szerepel. Tehat a nyelvtan linearis.

A nyelvtan szabalyait csoportokban vizsgalhatjuk.

Az els0 szabaly alkalmazasa utan a masodik vagy harmadik szabalyt is fel kell hasznalnunk a
levezetésben.

Az els6 utan a harmadik szaballyal a levezetés befejezddik, az S szimbolum helyére aa keriil igy a
levezetésben.

Az els6 és a masodik szabalyok az eredeti S-t aSa-val helyettesitik.

Hasonléan a kovetkez6 harom szabaly az S szimbolumot a bSb, illetve a bb szavakkal helyettesitheti.
Ezek alapjan konnyen belathato, hogy a generalt sz6 az elejérdl olvasva éppen ugyanaz, mint

a végérol visszafelé olvasva.

Az is latszik, hogy az {a,b} abécé felett minden ilyen szot eldallit a nyelvtanunk.

Az utolsé két szabaly a paratlan hosszisagu ilyen tulajdonsagu szavak levezetésének
befejezesében jatszik szerepet.

Ezt a nyelvet egyébként a kétbetlis abécé feletti palindrom nyelvnek nevezziik.

Az abra az abbabba sz6 levezetési fajat mutatja. [

S
/ o\
a A

Y\

S a
VAR
b B
/ N\
S

/N
b B
/N
S b

}

a

b
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3.30. példa - Grammatikak fobb tipusai 8. példa

Legyen adott G=({S, 4,B,C },{a,b }, S, H) generativ nyelvtan, ahol H={ S — S§, S— 4B,

S — AC, S— SB, A — a, B— b}.

Milyen tipusu ez a nyelvtan? Mely nyelvet generalja?

Adjuk meg az abaababbaaabbb sz6 levezetési fajat!

Megoldas:

A nyelvtan kornyezetfiiggetlen.

Az utolso két szabaly alapjan az 4, illetve a B szimbolumok az a és b terminalisoknak felelnek meg.
A masodik, illetve a harmadik és negyedik szabalyok hasznalata egy-egy 4 és B szimbolumot vezet
be, mégpedig ugy, hogy az A4 a B elott szerepel. A nyelv minden szavaban megegyezik tehat az a és b
betiik szama.

Masrészt az is igaz, hogy a nyelv egy szavanak minden kezddszeletében legalabb annyi a van, mint
ahany b.

(Ez a nyelv egyébként a kétbetiis abécé f6lotti Dyck-nyelv, vagyis a zardjelek nyelve.

Zarojelei: a a nyitd; b pedig a zard zarodjeleket jelenti.)

Az abra mutatja az abaababbaaabbb sz6 levezetési fajat. [
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3.31. példa - Uresszé-lemma 1. feladat

G=({S, 4, B},{x, y}, S, H), ahol H a kdvetkez6 szabalyokbol all:
S — AB, A — BSB, A — BB, B — x4y,
B— 1 B—x B—y.

El6szor nézziik meg, hogy az liresszo benne van-e a G altal generalt nyelvben!

U,:={B} - azok a nemterminalisok, amelyekbdl A kozvetleniil megkaphato.
U,:={4,B} - azok a nemterminalisok, amelyekbdl U; *_beli szavak kozvetleniil megkaphatoak!
Us:={S, 4, B} - azok a nemterminalisok, amelyekbdl U, “_beli szavak kozvetleniil megkaphatoak.

Mivel U; a nyelvtan 6sszes nemterminalisat tartalmazza, ezért U:=Uz=U,=Us=...

Tehat U-beli nemterminalisokbdl kaphatdé meg az tiresszo.

Mivel § € U, ezért az iiresszd benne van a G altal generalt nyelvben.

Készitsiik el a G'=({S", S, 4, B}, {x, v}, S', H') grammatikat, ahol H'a kdvetkez6 szabalyokbdl all:

I. 8>S, S"— . Ez a két szabaly azért keriilt be a H' szabalyai k6zé, mert A € L(G), ezért A €
L(G")-nek is teljestilnie kell!

II. Most vegyiik azokat a H-beli szabalyokat, amelyekben nem a A szerepel a jobboldalon. Ezek a kovetkezok:
§S—AB,A— BSB,A — BB, B— x4y, B—x, B—y.

I1I. Es vegyiik még azokat a szabalyokat, amelyek H-ban nem szerepeltek, és amelyeket ugy kapunk,
hogy H-beli szabalyok jobb oldalardl az dsszes lehetséges modon
elhagyjuk U halmaz nemterminalisait, figyelve azonban arra, hogy a jobb oldalon A ne maradjon
magaban:
S—A4,5— B,
A—BS,A—SB,A—B A—S,
B — xy.

O

3.32. példa - Uresszé-lemma 2. feladat

Készitsen a kovetkezd grammatikaval ekvivalens 1-es tipusti grammatikat!
G=({S, 4, B, C, D}, {a, b}, S,H), ahol H szabalyai:
S—>AB,A—>CB,A—S8S, A—a B— 1,

C—->D D— A D—b.

Megoldas:

U={S,4,B,C,D}

Se U, ezért A€ L(G), vagyis 11j kezddszimbolumot kell bevezetni.
G'=({S"S, 4, B, C, D}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabalyai:

L > 8SésS"— A, merthe L(G)

I.S—> 4B, A — CB,C— D, A — SS, A — a, D — b lesznek azok a szabalyok H-bol melyekben
nem A van a jobboldalon.

m.S—4,S— B, A— C, A— B, A — S lesznek az 0j szabalyok, amelyeket H-beli szabalyok jobb
oldalardl U-beli nemterminalisok elhagyasaval kapunk.

Ez a grammatika ekvivalens a G grammatikaval, de mar 1-es tipusi. ]
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3.33. példa - Uresszé-lemma 3. feladat

Kiiszobolje ki a torld szabalyokat a G=({S, 4, B}, {a, b}, S,H) grammatikabol!
H={S— A, S—AB,A— SAB, A —a, B— S, B— b}.

Megoldas:
A feladat az Uresszo-lemma alkalmazasaval oldhaté meg:
U={S, B}
Se U, ezért A€ L(G), vagyis 1j kezddszimbolumot kell bevezetni.
G'=({S"S, 4, B}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabalyai:

I §'—SésS' — A merth € L(G).

II.S— AB, A — SAB, A — a, B — S, B — b lesznek azok a szabalyok H-bol, amelyekben nem A
van a jobboldalon.

III.S — A, A — SA, A — AB lesznek az 1ij szabalyok, amelyeket H-beli szabalyok jobb oldalarél
U-beli nemterminalisok elhagyasaval kapunk.
(Az A — A alaku szabalyt nyugodtan elhagyhatjuk, mivel levezetés szempontjabol nincs hatasa.)

O

3.34. példa - Uresszo-lemma 4. feladat

Kiiszobolje ki a torl6 szabalyokat a G=({S, 4, B, C, D, E},{a, d}, S,H) grammatikabol!
H={S—>84,S— BS,A—a, B— CDE, C— DddE, C —>d, C—1,D—E D —d,
E—1}.

Megoldas:

A feladat az Uressz6-lemma alkalmazasaval oldhaté meg:

U={B,C, D, E}

S & U, ezérth & L(G), vagyis nem kell 4j kezdészimbolumot bevezetni.
G'=({S, 4, B, C, D, E}, {a, d}, S, H'}), ahol H' szabalyai:

I. Azok a szabalyok H-bol melyekben a jobboldal nem A:
S—S4,S—BS A—a B— CDE C—DddE, C—d D—E, D—d

II. Azuj szabalyok, melyeket U-beli nemterminalisok elhagyasaval kapunk:
B—-CD, B—-CE B—DE B—C B—D, B—E,
C — ddE, C — Ddd, C — dd (S — S alaku szabélynak nincs jelentdsége.)
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3.35. példa - Uresszé-lemma 5. feladat

Hozza a G=({S, 4, B, C}, {a, b}, S,H) grammatikat 1-es tipustra!
H={S — ASC, S — BA, B— ACB, B—> A4, C —> bB, A — ), A — a, B— ba}.

Megoldas:

U={S, 4, B}

Se U, ezért A€ L(G), vagyis ) kezdészimbolumot kell bevezetni.
G'=({S’S, 4, B, C}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabalyai:

I §'—SésS' — A mert A€ L(G).

II. S—4SC, S — BA, B— ACB, B— AA, C —> bB, A — a, B — ba
lesznek azok a szabalyok H-bol amelyekben nem A a jobboldal.

n.s§—4¢ S-S, S—-CS—A4,S—-BB—-CBB—>AC B—-C,B—4,C—b
lesznek az 0j szabalyok, amelyeket U-beli nemterminalisok elhagyasaval kapunk.

O

3.3. L-rendszerek

A Markov-féle normal algoritmus esetén minden lehetséges 1épésben egyértelmiien meg volt
fogalmazva, hogy melyik szabalyt és hol kell alkalmazni (illetve, ha kiszamoltuk a megoldast, és
nem folytatodik a szamitas). Ezzel szemben a generativ nyelvtanoknal sem az hogy melyik szabalyt
(tobb alkalmazhato is lehet egyszerre), sem az hogy hol (egy adott szabaly az aktualis mondatforma
tobb helyén is alkalmazhat6 lehet ugyanakkor) kell alkalmazni nincs egyértelmiien megadva, vagyis a
nyelvtanok nemdeterminisztikusak. Viszont minden eddigi kordbban ismertetett rendszerre teljesiilt,
hogy minden idépillanatban pontosan egy szabalyt pontosan egy helyen alkalmaztunk, vagyis az eddig
targyalt rendszerek szekvencialis miikddéstiek. Ebben a fejezetben egy olyan modellt vizsgalunk meg,
amely alapvetden parhuzamos.

Aristid Lindenmayer (1925-1989), a Fasori Gimnaziumba (Budapesti Evangélikus Gimnazium)
jart, hasonléan tobb magyar Nobel-dijashoz (pl. Wigner Jend), vagy Neumann Janoshoz. Késébb
Hollandidban tevékenykedd biologusként el6szor bizonyos algafajok novekedési mintazatainak
leirasara alkalmazott formalis rendszereket, majd ezeket a matematikai eszkdzoket magasabb szintl
novények fraktalszerkezetének leirasara alkalmaztak.

5. Definicié. Egy L-rendszer (Lindenmayer-system, L-system) egy parhuzamos atird6 rendszer
LS=(T,s, H), ahol T egy véges 4dbécé, sE€ T (axioma), H pedig a — r alaka (@€ T, r € T") atiré
szabalyok halmaza.

Az alap L-rendszerekben minden a € T betithdz pontosan egy atird szabaly (esetleg a — a alaku)
1étezik. Egy levezetési 1épésben az adott mondatforma/szo (axidma) minden betiijét helyettesitjiik a

megadott atirasi szabalyok alapjan, igy 1étrehozva a kovetkez6 mondatformat/szot.

Az LS rendszer altal generalt nyelv tartalmazza az 6sszes olyan sz6t (beleértve az axiomat is) amely
véges sok 1épésben generalhatd az axiomabol.

3.36. példa - Fibonacci szavak

Legyen ({q, b}, a, {a — b, b— ba}) L-rendszer. Ekkor kénnyen ellenérizhetd, hogy az ezzel a rendszerrel
generalt nyelv els6 néhany szava: a, b, ba, bab, babba, babbabab, ... Ez a Fibonacci szavak nyelve.

Figyeljik meg, hogy az egymast kovetd szavak hosszai éppen a Fibonacci szamok
(az =1 /(D=1 f@O=fG-D+ fG-2), ( i>1- re) rekurziv képlettel definidlt sorozat).
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Masrészt a szavak felépitése is hasonlit a szamsorozatot eldéallitdé képlet alkalmazasara:

w(0) = a, w(D)=b, wi) = wli- Iwi-2) . O
3.37. példa - Fraktalgeneralas L-rendszerrel

A Cantor-halmaz egyike a jol ismert fraktaloknak, ennek egy el6allitasa torténhet a kovetkezd L-
rendszer segitségével: ({0,1}, 1, {1 — 101, 0 — 000}).

A generalas folyamata: 1, 101 , 101000101, 101000101000000000101000101 jobban kovethet a
kovetkezd képen, ahol 1 jelzi a szakaszokat, 0 pedig azok hianyat:

A levezetést a végtelenségig folytatva (hatarsetben) megkapjuk a Cantor altal definialt fraktalt.

Novények formajat, hasonléan, néhany egyszerii atird6 szaballyal tudjuk kodolni, valdszinileg a
természet is hasonloképpen kodolja a kifejlett novény felépitését a névény géndllomanyaban. A
kovetkezOkben egy egyszeri ilyen jellegli példat mutatunk.
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3.38. példa - Kétdimenzids rajz L-rendszerrel

({ -1l "y H), ahol a H szabalyhalmaz elemei:

=1 =1L T 17

A generalas elsé néhany 1épése:

|
|4

| N 77
| 7 7_
| | |
| A | |4
| I | |

| =1=1 =I = |

O

Természetesen rengeteg valtozata van az L-rendszereknek, itt csak a legalapvetdbb valtozatot
ismertettiik roviden.

3.4. Problémakorok

Az aldbbiakban attekintjiik, hogy a jegyzetben a kiilonb6z6 tipusu nyelvekkel kapcsolatban mi is
érdekel minket. Altalaban adott nyelvosztalyra illusztrativ példat is adunk, valamint bizonyitjuk a
Chomsky-féle hierarchia szigorusagat. Egyes nyelvosztalyok tulajdonsagai erdsen kiilonbozhetnek
egymastol. Ebben a jegyzetben altalaban a kovetkez6 tulajdonsagokat fogjuk vizsgélni.

3.4.1. Normalformak (Normalalakok)

A monoton és a O-tipusu nyelvtanokban a termindlis szimbdlumokat is atirhatjuk, itt a terminalis
és nemtermindlis szimbolumoknak a megkiilonboztetése inkabb csak azért fontos, hogy lassuk,
készen vagyunk-e a levezetéssel (csak terminalisokbol all az aktudlis modatforma), vagy van benne
nemterminalis, ahol még szabalyt kell alkalmaznunk ha be akarjuk fejezni a levezetést (az mas
kérdés, hogy nem feltétleniil lehet befejezeni minden levezetést). A tovabbiakban belatjuk, hogy
minden nyelvtannal van olyan ekvivalens, amiben termindlis szimbolumokat nem irunk at, vagyis
a terminalis szimbdlumok tényleg termindlisak, véglegesen ott maradnak a levezetésben, mig a
valtozokat természetesen at kell irnunk egy terminalo levezetés soran.

Azt mondjuk, hogy egy nyelvtan (terminalis) normdlis alakban van, ha a helyettesitési szabalyokban
terminélis jelek csak 4 — a ( A€ N, a € T) alakl szabalyokban fordulnak el8.

5. Tétel. Minden G=(N, T, S, H) nyelvtanhoz megadhat6 egy vele ekvivalens G'=(N", T, S, H"
nyelvtan gy, hogy az altaluk generalt nyelvek megegyeznek: L(G)= L(G"), tovabba minden H'-
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beli szabaly, amely terminalis jelet tartalmaz, 4 — a alaku, ahol A€ N, a € T. Emellett G' nyelvtan
ugyanolyan tipust, mint G, kivéve, ha G regularis, vagy linearis.

Bizonyitas. Minden egyes a € T terminalis jelhez vezessiink be uj D, & N nemterminalist, és legyen
N'=NuUiD, | a € T}. A H'- beli szabalyokat adjuk meg tigy, hogy a H szabalyaiban minden nem 4 — a
( AE N, a€ T) alaku szabélyban az a terminalis helyére a megfelelé D, véltozot irjuk. Ezenkiviil a

H'- beli szabalyok k6zé még felvessziik az D, — a alaku 0] szabalyokat (minden a € T esetén). Az
igy kapott H' nyilvan rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

Az ekvivalencia bizonyitasdhoz el6szor megmutatjuk, hogy L(G) € L(G'). Legyen w = aa, ... a;, € L(G).
Ekkor a G nyelvtanban levezetheté a megfelelé D|D; ... D, nemterminalis sz0, és az D, — a szabalyok

segitségével ebbdl a w- t megkaphatjuk. Ha tovabba A € L(G), akkor a G- ben a megfeleld szabalyok
alkalmazaséaval ugyancsak megkapjuk 4- t.

Most lassuk be, hogy L(G") < L(G). Legyen h:(N'U T)" — (N U T)" homomorf leképezés a kovetkezd
moddon értelmezve:

* KD, =a, (minden a € T esetén) illetve

Hr)=r,reNuUT)

Ekkor barmely két p, € (N'U T) széra a p =¢q relaciobol kovetkezik, hogy vagy i p) = ig), vagy
H(p) =M g). Ha ugyanis a G nyelvtanban a p- bél a g tigy adddik, hogy valamelyik D, — a szabalyt
alkalmazzuk, akkor #(p)=/Hq). Ha pedig H'- nek egy olyan szabalyat alkalmazzuk, amelyet egy
H - beli szabalybol nyertiink, akkor nyilvan /p) =h(g). Tehat mindkét esetben p =>q relaciobol a
M p) =>cHq) kovetkezik. Legyen most p € I(G"), akkor S=gp, mert S =HS)=>ghp)=p, amivel a
tételt bebizonyitottuk. Q.E.D.

A tovabbiakban kiilonb6z6 tipust nyelvtanokhoz ennél joval er6sebb megkotéseket tartalmazo
normalformékat is fogunk bemutatni. Az egyik fontos kérdés az lesz, hogy mennyi korlatozast
tehetiink adott nyelvtanosztaly szabalyaira, ahhoz, hogy tovabbra is generalhassuk a nyelvosztaly
tiresszomentes nyelveit, azaz minden adott tipust nyelvtannal legyen ekvivalens amire a korlatozas
fennall.

3.4.2. Levezetések szerkezete

Mivel a levezetés kozponti fogalom egy nyelvtan altal generdlt nyelv eléallitdsdban, érdemes
megvizsgalnunk a lehetséges levezetések szerkezetét. A levezetéseket grafokkal fogjuk &brazolni, a
levezetési graf alakja (pl. fa) nemcsak szemléletes, de elméleti és gyakorlati fontossaggal is bir. Mindez
szorosan Osszefligg a kovetkezdkben ismertetendd szoéproblémaval is.

3.4.3. A szoprobléma és a szintaktikai elemzés

Ha adott egy nyelv (pl. nyelvtan segitségével definialva), akkor annak eldontését, hogy egy adott w
sz6 benne van-e a (generalt) nyelvben, az adott nyelvhez (nyeltanhoz) tartozé szoproblémanak hivjuk.
Altalaban nemcsak egy konkrét nyelv érdekel minket, hanem az hogy adott nyelvosztaly esetén hogyan
oldhaté meg (illetve megoldhato-e egyaltalan) a szoprobléma. Ezt eldonteni, illetve erre hatékony
algoritmust megadni érdekes és fontos része a formalis nyelvek elméletének.

Ha nem csak igen/nem valaszt varunk el, hanem igen valasz esetén azt is hogy egy lehetséges levezetést
is megadjon az algoritmus, akkor szintaktikai elemzésrdl beszéliink.

A mesterséges intelligencidban szokasos modon allapottér graffal szemléltethetjiik az Osszes
lehetséges levezetést egy adott nyelvtanban: a gyokér csucs cimkéje az S mondatszimbolum, és
barmely csticsbdl Gigy szarmaztathatjuk annak "utddait", hogy a cstcs cimkéjében levé mondatformara
valamely levezetési szabalyt alkalmazzuk valamely alkalmas helyen. Ilyenkor grafikusan iranyitott
¢élt huzunk az adott cstucsbol abba amelyben, mint cimke, az uj mondatforma talalhat6. Mivel
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barmely (véges) mondatforma esetén csak véges sok szabaly és véges sok helyen alkalmazhato,
igy felsorolhatjuk az 0sszes olyan mondatformat, amaly létrejohet a mar meglevé mondatformakbol
egy lépésben. Ez alapjan a graf alapjan kereshetiink valaszt a formalis nyelvek elméletének
egyik legfontosabb problémajara, a széproblémara: Ezt a problémat a kdvetkezd formaban is
megfogalmazhatjuk: egy adott L nyelv és egy adott w szd esetén milyen feltételek mellett
donthetd el algoritmikusan az, hogy w € L relacio teljesiil-e vagy sem. Konnyl észrevenni, hogy
végtelen nyelvek esetén a grafnak végtelen sok levél eleme van, s6t azok mélysége (vagyis
a legrovidebb, a gyokércsicsbol induld és az adott levélcsicshoz tartd iranyiott ut, vagyis a
legrovidebb levezetés, hossza) sem korlatos. A szoprobléma eldontése ezeknek a levélelemeknek
az egyenkénti megvizsgalasat jelentené, ami altaldban algoritmikusan nem megoldhaté. Azonban
specialis esetekben, példaul a sz hosszat nem csokkentd nyelvtanok (monoton nyelvtanok) esetén
a levezetési grafoknak csak egy véges részgrafjat kell a vizsgalatunkba bevonni, ami garantalja a
probléma algoritmikus eldonthetségeét.

3.4.4. Nyelvosztalyok és automataosztalyok kapcsolata

Egyik kozponti feladatunk a kiilonbdzé nyelvosztalyok elfogadasara alkalmas automataosztalyok
feltérképezése, vagyis, hogy adott nyelvosztalyba tartozd nyelveket milyen automatakkal lehet
elfogadni. Néhany nyelvosztaly esetén egyeb specidlis, alternativ, a nyelvosztalynak megfelel6 leirast
is fogunk adni a benne szerepld nyelvekre.

3.4.5. Nyelvosztalyok tulajdonsagai

Az, hogy egy adott formalis nyelv milyen nyelvosztalyba tartozik, nem doénthetd el minden egyes
nyelv esetén konnyen. Néhany nyelvosztaly esetén segitséget jelenthet, ha olyan tulajdonsagot tudunk,
ami a nyelvosztaly minden egyes nyelvére teljesiil. Ha sikeriil bizonyitani, hogy az adott nyelvre ez a
tulajdonsag nem teljesiil, akkor nem tartozhat az adott nyelvcsaladhoz.

Egy adott nyelvosztaly tulajdonsagait vizsgalva érdekes informaciot hordoznak a zartsagi
tulajdonsagok.

Azt mondjuk, hogy egy nyelvosztaly zart egy nyelvmtveletre nézve, vagyis a miivelet nem vezet ki
az adott nyelvosztalybol, ha barmely a nyelvosztalyhoz tartoz6 (ugyanazon abécé felett értelmezett)
nyelvekre a miiveletet elvégezve az igy létrejott (1)) nyelv ugyancsak az adott nyelvesaladhoz tartozik.
Ha vannak olyan nyelvei az adott nyelvosztalynak, amikre a 1étrej6vé nyelv mar nem eleme az adott
osztalynak, akkor a nyelvosztaly nem zart az adott miiveletre nézve, ugy is mondhatjuk, hogy az adott
miivelet kivezet az adott nyelvosztalybol. Fontos kérdés, hogy egy adott nyelvosztaly zart-e egyes
nyelvmiiveletekre nézve.

Minden nyelvosztalynal fogjuk vizsgalni a konkatenacio, Kleene-csillag, unid, metszet ¢és
komplementerképzés miiveleteket.

3.4.6. Specialis alosztalyok

Tobb fontos nyelvosztaly esetén specialis alosztalyokat is be fogunk mutatni, amelyek altalaban
specialisan megszoritott nyelvtanokkal generalhatoak, vagy specialisan megszoritott automatakkal
fogadtathatoak el.
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4. fejezet - A véges automatak elméletének
alapjai

Ebben a fejezetben a véges automatak elméletébe nytjtunk betekintést.

4.1. Az automata fogalma és fobb tipusai

Automatan egy olyan absztrakt rendszert fogunk érteni, mely egy diszkrétnek képzelt iddskala
iddpillanataiban érkezett ingerek hatasara ezen id6pillanatokban valasszal reagal, mikdzben bels6
allapotat megadott szabalyok szerint valtoztatja a kiils6 ingerek hatasara. Az ingerekre adott valasz
fiigg mind az ingerekt6l mind pedig a pillanatnyi belsd allapottol. Ebben az értelemben tehat nemcsak a
gépek, hanem barmiféle é16 vagy élettelen objektumok tekinthetdk automatanak, ha ezen séma szerint
vizsgaljuk Oket, azaz ilyenfajta miikodést tulajdonitunk nekik.

4.1. példa - Automatak

A legkiilonb6z6bb létezd vagy nem létezd dolgok tekinthet6k automatanak. Automatanak tekinthetd
a lakasunk ajtaja, ablaka. Bizonyos értelemben automatanak tekinthetd a kedvenc macskank, a
szamitogépiink, vagy a lakascsengénk is. Vizsgalhatjuk a fénokiinket is mint automatat, hisz minden
bizonnyal kiilonféleképp reagal arra, hogy az elvarasainak megfeleléen cseleksziink-e vagy sem. (Es
az is valdszini, hogy ezek a dolgok a fondk allapotat is befolyasoljak.) De automatanak tekinthet6 az
inkak esdistene, aki imadsagra esdvel, karomkodasra szarazsaggal reagal. ]

Azon automatdkat amelyek egy inputszoéhoz egy output szot rendelnek a miikddésiik folyaman,
atalakitoknak, transzduszereknek is szokds nevezni. A kovetkezokben féleg ilyenekkel fogunk
foglalkozni, szemben a kés6bbi részekben eldtérbe kertild elfogadd automatakkal.

4.1.1. Mealy automata

Az absztrakt automatak egyik nevezetes tipusa a Mealy (ejtsd: mili) automata. Mealy automatdin
fogunk érteni egy A=(0, T, V, d, f) 6tdst, aholis O a (belsd) allapotok nem iires halmaza, T a bemend
jelek nem iires halmaza, V' a kimendjelek nem {ires halmaza, d: O x T — Q az atmeneti fiiggvény és
f:OXxT — V akimeneti fiiggvény.

Ugy képzeljiik, hogy a Mealy automata diszkrét idéskala mentén miikddik, s annak minden
egyes idopillanataban egy-egy jol meghatarozott allapotban van. Ha valamely iddpillanatban egy
A=(Q, T, V,d, f) Mealy automata egy g€ Q éllapotaban az a€ T bemend jelet kapja, akkor

ugyanezen iddpillanatban a f{g, @) kimendjellel reagal, majd a kovetkezd iddpillanatra atmegy a d(q, a)
allapotba.

a

flg,a)

| |
d(q,a)

A MEALY-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA
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4.1.2. Moore automata

Amennyiben az 4A=(Q, T, V,d, f) Mealy-automatahoz létezik olyan g:Q— V fiiggvény, hogy
tetszoleges ¢ € Q allapota és a € T bemend jele esetén teljesiil a f(g, ) = gld(q, a)) egyenldség, akkor
Moore-automatdrdl beszéliink. A Moore-automatat 4=(Q, T, V, d, g) alakban szokas megadni, ahol

g:0— V a Moore-automata jelfiiggvénye. Tetszéleges q € O allapot esetén azt mondjuk, hogy g(g)
ag€Q dllapotjele.

q > r =d(q,a)

{.-----_---

g(d(q,a))

A MOORE-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA

A Moore automata a diszkrét idéskala minden egyes idopillanataban egy-egy jol meghatarozott g € O
allapotban van (mikor is az allapotjele g(¢)). Ha egy adott iddpillanatban ezen ¢ € Q 4llapotaban az
a € T bemend jelet kapja, akkor a kovetkezd iddpillanatban d(q, a) lesz az allapota, s allapotjele pedig

g(d(g, @) lesz. Ily modon a Moore-automata egy adott idépillanatban kapott bemend jel hatéséra a
kovetkezd id6pillanatra atmegy ezen bemend jel és a bels6 allapota altal egyértelmiien meghatarozott
allapotba, s ezzel egyidejiileg kiadja az uj allapot altal egyértelmiien meghatarozott allapotjelet.

Képletesen sz6lva, amig a Mealy-automata az olyan embert is modellezheti, aki el6szor cselekszik,
azutan gondolkodik, addig a Moore-automata az olyan embert modellezi, aki el6szor gondolkodik
azutan cselekszik.

4.1.3. Kimendjel nélkiili automata

A Moore-féle automata a Mealy-féle automata specialis eseteként adodik. A Moore-féle automata
tovabbi specializalasaval jutunk el a kimendjel nélkiili automata fogalmahoz a kdvetkezé modon.
Amennyiben egy A=(Q, T, V, d, g) Moore-automatara Q=V és g: 0 — QO egy identikus leképezés
(azaz minden g€ Q- ra glg)=q), akkor a kimendjel nélkiili automata fogalmihoz jutunk.
Figyelembe véve azt a tényt, hogy a Moore-automatat egy olyan 4A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatabdl
szarmaztatjuk, melyhez talalhato olyan g: Q0 — V filiggvény, hogy egy tetszéleges ¢ € O, a€ T par
esetén f(g, a) = gld(q, @), tovabba figyelembe véve, hogy a kimendjel nélkiili automata olyan Moore-
automata, melynek a jelfiiggvénye identikus leképezés, azt is mondhatjuk, hogy a kimendjel nélkiili
automata egy olyan A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata, melyre Q =V és d = f. Ezen okok miatt a
kimendjel nélkiili automatat 4= (Q, T, d) alakban szokéas megadni.

o - ‘ = d{g, a)(= f(g,9))

A KIMENG JEL NELK{ILI AUTOMATA MUKODESI SEMAJA
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Egy A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén a 7 bemend jelhalmaz miden a € T eleme egy
olyan a: O — Q egy valtozos miiveletnek (vagyis O dnmagaba torténd leképezésének) is tekinthetd,
mely az 4llapothalmaz tetszoleges ¢ € Q eleméhez az alg) = d(q, a) elemét rendeli. Univerzalis algebrai
kifejezéssel élve tehat a kimendjel nélkiili automatak unoidok, vagy mas szoval undris algebrak. Ez
az egyszeru felismerés lehetové teszi szdmunkra a modern algebra modszereinek automataelméleti
alkalmazasat.

Amint lattuk, a Moore-féle automata specialis Mealy-automataként definialhato. Keésobb latni fogjuk,
hogy ez a specializacio latszélagos, ugyanis informacié atalakitds szempontjabol a két fogalom
ekvivalens. (Az informaci6 atalakitasan azt értjiik, hogy az automata tetszéleges bemend informacio
hatasara valamilyen "kimend" informacioval reagal.) Nevezetesen, absztrakt szempontbol a Mealy
¢és a Moore-féle automatak ekvivalensek egymassal abban az értelemben, hogy mar a specialisabb
Moore-automatakkal eldallithatok azok az informacio atalakitasok, amelyek Mealy automatakkal
megvalosithatok. Tehat a Moore-automata ebbdl a szempontbol csak latszolag specialisabb a Mealy-
automatanal.

Késobb latni fogjuk azt is, hogy az elmélet kiépitésénél sok esetben elegendé kimendjel nélkiili
automatakra szoritkozni.

Az emlitett harom automata tipus mindegyike esetén szokas véges automatarol beszélni, ha az
allapothalmaz, a bemend jelhalmaz, s a kimend jelhalmaz végesek. Szokas véges allapoti automatarol
vagy Q- véges automatar6l beszélni, ha az allapothalmaz véges. Hasonlo értelemben beszéliink
véges bemenetli vagy T - véges, illetve véges kimenetli vagy V- véges automatar6l, valamint

(0, 1)-,(Q, V)-, illetve (T, V)- véges automatarol.

4.1.4. Inicialis automata

Amennyiben az emlitett automata-tipusok valamelyikénél kijel6liink egy 4, inicialis-, vagy mas néven
kezddallapotot, s feltételezziik, hogy az automata miikddésének van egy kezd6é idépontja, mikor is
az automata ebben az allapotban van, akkor inicialis automatarol beszéliink. Az inicidlis Mealy-
féle automatat A=(Q, T, V, 4y s f) alakban, az inicialis Moore-féle automatat A=(Q, T, V, 4y s g2
alakban, illetve az inicialis kimendjel nélkiili automatat 4 =(Q, T, 4y d) alakban szokés megadni, ahol

mindharom esetben 9,3z inicialis allapotot jeldli.

Az emlitett automataknak szokas beszélni az alabbi altalanositasairol is.

4.1.5. Parcialis és teljesen definialt automata

Ha az atmeneti, illetve kimeneti fiiggvény lehet parcialis is, azaz nem teljesen definialt, akkor parcidlis
automatarol van szo6. Teljesen definialt fliggvényértékek esetén idénként szokas teljesen definialt
automatarol is besz€lni.

4.2. példa - Parcialis automata

Az ajtod szigoru értelemben egy parcialis kimendjel nélkiili automatanak tekinthetd. Bemend jelei
a csukas €s a nyitas, s ennek megfelelden két allapota van, nevezetesen csukott és nyitott allapot.
Csukott allapotbol nyitassal lehet nyitott allapotba hozni, nyitott allapotbol pedig csukassal lehet
csukott allapotba hozni. De az ajté valoban parcialis automata, hisz nyitott ajtot kinyitni, vagy csukott
ajtot becsukni nem lehetséges. [

4.1.6. Nemdeterminisztikus és determinisztikus automata

Amennyiben az atmeneti és a kimeneti fliggvények (illetve Moore-automata esetén az atmeneti
és a jelfliggvények) nem egyértelmlien definidltak, nemdeterminisztikus automatarol van szo.
Ekkor val6jaban ezek nem is tekinthetdek fiiggvénynek a hagyomanyos értelemben. Ahhoz, hogy
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matematikai értelemben mégis fiiggvényekkel dolgozzunk tigy tekintjiik 6ket, mintha nem az allapot-,
illetve a kimend jelhalmazba képeznének, hanem ezen halmazok 6sszes részhalmazainak halmazaiba.
Egy nemdeterminisztikus A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata esetén tehat az atmeneti fiiggvény
d:0xT— ZQ, a kimeneti fliggvény pedig f: Ox T — 2" alaku, ahol ZQ, illetve 2" az allapothalmaz,
illetve a kimend jelhalmaz részhalmazainak halmazat jeloli. Ertelemszeriien, egy nemdeterminisztikus
A=(Q, T, V,d,g) Moore-automata esetén az atmeneti fliggvény d:OxT — 2Q, a jelfiggvény
g:0— 27 alakuy, mig egy nemdeterminisztikus kimendjel nélkiili 4=(Q, T, d) automatanal az

atmeneti fliggvény formajad: Ox T — 29,
4.3. példa - Nemdeterminisztikus automata

Nemdeterminisztikus kimendjel nélkiili automatanak tekinthetd a dobdkocka, melynek egyetlen
bemend jele a feldobas. Ezen bemend jel, azaz a feldobas hatasara a dobokocka a hat lehetséges
allapotabol atmehet a hat lehetséges allapot barmelyikébe annak megfelelden, hogy a feldobas utan
éppen melyik lapjara esik. ]

Tovabbi valtozata a nemdeterminisztikus automataknak, ha megengedjiik, hogy az automata

bemend jel nélkiil is allapotot véltson: d:Qx(TU{A}) —22 Ezeket szokas iiresszédimenetes
(nemdeterminisztikus) automatdknak is nevezni.

A nemdeterminisztikus automata ellentéteként beszéliink determinisztikus automatardl is.
Determinisztikus automata esetén tehat a szoban forgd fliggvényertékek mindig pontosan egy
(parcialis automata esetén maximum egy) meghatarozott értéket vesznek fel. (A nemdeterminisztikus
terminologiaval pedig a fiiggvények értékkészlete csak egyelemi, illetve maximum egyelemi
részhalmazokat tartalmaz.) Determinisztikus automataknal nem fordulhat el6 liresszoatmenet.

Ha példaul egy nemdeterminisztikus A= (Q, T, V, d, f) Mealy-automata esetén a d(g, a) fiiggvényérték
a Q- nak egy hat elemfi részhalmaza, f(g, a) pedig a V' egy két elemfi részhalmaza, akkor az 4 Mealy-
automata a g allapotabdl az a bemend jel hatasara ezen hat elemii részhalmaz barmelyik elemébe
atmehet, s kimendjelként pedig az emlitett két elemii halmaz baremlyik elemét kiadhatja. S tekintettel
arra, hogy egy halmaznak az iires halmaz is részhalmaza, az is el6fordulhat, hogy valamely ¢ € O
allapotra és a € T bemend jelre d(q, a), vagy éppen f(q, a) értéke az iires halmaz. Ha d(g, a) az iires
halmaz, ez annak felel meg, hogy erre az allapota és bemend jelre nincs értelmezve egyetlen allapot
sem amibe atmenet torténhet, ha pedig (g, @) az iires halmaz, akkor ez azt jelenti, hogy erre az allapota
¢és bemend jelre nincs értelmezve egyetlen kimendjel sem.

Ezek szerint a parcialis automata olyan nemdeterminisztikus automatanak tekinthetd, ahol a megfelel
figgvényértékek vagy egy elemil halmazokat, vagy pedig az iires halmazt szolgaltatjak, a teljesen
definialt determinisztikus automata pedig egy olyan nemdeterminisztikus automata, ahol ezek a
figgvényértékek mindig egy elemi halmazok.

4.1.77. Sztochasztikus automata

Fontos 4ltalanositas a valdsziniiségi vagy sztochasztikus automata, mikoris egy P((r, b)| (g, a)) feltételes
valoszinliség adja meg, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy az automata a » allapotba megy at és a b
kimendjelet adja ki azon feltétel mellett, hogy mikdzben a g allapotban volt, az @ bemend jelet kapta.
Tehét egy valoszintiségi automata A=(Q, T, V, P) alakban adhaté meg, ahol Q az 4llapotok nem iires
halmata, 7' a bemend jelek nem iires halmaza, V' a kimendjelek nem iires halmaza, P pedig az emlitett
feltételes valoszintiség.

4.1.8. Rabin-Scott automata

Az automatak egy fontos osztalyat képezik a Rabin-Scott féle automatdak (ejtsd rabinszkott), melyeket
felismeré vagy elfogadé automatdknak is hivnak. A Rabin-Scott féle automata egy A=(Q, T, dy d,F)
0tos, ahol O a nem iires allapothalmaz, q,€ 0O a kezddallapot, T a nem iires bemend jelhalmaz,
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d:OxT— Q az atmeneti figgvény, F'S Q pedig a végallapotok nem iires halmaza. ( qOEF
megengedett, azaz el6fordulhat, hogy a kezddallapot egyuttal végallapot is.)

A bemend jelekbdl felépiilo véges hossziisagl lancokat bemend szavaknak hivjuk. Bemend szénak
tekintjiik a A ires sz6t is, mely nem tartalmaz egyetlen betlit sem. Egy Rabin-Scott automata a A iires
sz6t definicio szerint akkor ismeri fel, ha q9,€ F.Egy nem iires, aj, ..., a, (nem feltétleniil kiilonbdz6)

bemend jelekbdl 4llo a; -+ a, bemend sz6 esetén akkor mondjuk, hogy a tekintett 4=(Q, T, 4y d,F)

Rabin-Scott féle automata felismeri, ha alkalmas g, ..., g, dllapotairag, =dlq, ay), ..., q,=dlq_, a,)

n-r

teljesiilése mellett g, € F.

e ] o ] e ] §
I N

d(go, a1) d(q1,az) d(gn_1,an)

A RABIN-SCOTT AUTOMATA MUKODESI VAZLATA

Az A Rabin-Scott automata dltal felismert L(A4) nyelvnek hivjuk mindazon bemené szavak halmazat,
melyeket az automata felismer.

Ertelmezhetjilk a nemdeterminisztikus felismerd automatat is. Ekkor az automata altal elfogadott
nyelv alatt azon w szavak halmazat értjiik, amelyekre az automatanak van olyan lehetséges allapot-
lanca, amely a kezddallapotbol indul és végallapottal végzddik, valamint az atmenetek bemend jeleit
Osszeolvasva éppen a w szot kapjuk.

Itt jegyezziik meg, hogy az dtmenetfiiggvényt szokas a d helyett a gorog 6 betiivel is jeldlni.

4.4. példa - Rabin-Scott automata miikodés kozben

Paros binaris szamok elfogadasa

1(0(1(1/0(1(0(0

|\ql
A vges automata a paros bindris szdmokat fogadja el.

A= ({qﬂa qi. gy, Q'w}:{o-. 1}1@'0-.5-. {qw QW}’)v

(S(QUO) = Qw,
4(qo, 1) = @,
d(q1,1) = q,
(S(QI-.O) = qv,
(S(QV‘I) = a1,
(j(qlho) = qv-
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O

A véges elfogado automatakra a kovetkezo részben, a regularis nyelvek kapcsan még visszatériink.

4.2. Az automatak megadasa

Egy automatat akkor tekintiink adottnak, ha a hozza tartozé halmazok és fiiggvények adottak. Egy
automatat tehat ugy lehet megadni, hogy megadjuk a hozz4 tartozé halmazokat és fiiggvényeket. Ezen
halmazok és fiiggvények minden olyan tipusi megadasa lehetséges, ami a halmazok és fliggvények
megadésanal szokasos.

4.2.1. Véges automatak megadasa Cayley tablazattal

Véges halmazok és fliggvények megadasanal szokasos a miivelettablaval torténé megadas. Automatak
milvelettablas megadasat automatdk Cayley tablazatanak (ejtsd: kéjli) is hivjuk Cayley francia
matematikus emlékére és tiszteletére, aki véges csoportok miivelettablainak leirdsara vezette be ezt
a tablazatos modszert.

4.2.1.1. Véges Mealy-automata Cayley tablaja

A tablazat bal fels6 sarkaba irjuk az automata nevét, els6 soraban felsoroljuk az allapotait, elsé
oszlopaban pedig a bemené jeleit. A tablazat (i + 1)- edik soraban és (j+ 1)- edik oszlopaban szerepel
egy két dimenzios vektor, melynek elso tagja azt mondja meg hogy az automata a j- edik allapotbol
az i- edik bemend jel hatasara melyik allapotdba megy at, a masik tagja pedig azt mutatja, hogy a j -
edik allapot az i - edik bemend jel hatdsara milyen kimendjelet ad ki.

VEGES MEALY-AUTOMATA MUOVELET TABLAZATA

4.2.1.2. Véges Moore-automata Cayley tablaja

A tablazat bal fels6 sarkaba irjuk az automata nevét, elsd soraban felsoroljuk az allapotait, elsdé
oszlopaban pedig a bemend jeleit. Minden allapot f51é beirjuk az allapotjelét. Igy az els6 sor két rész-
sorra oszlik. A tablazat (i + 1)- edik soraban és (j+ 1)- edik oszlopaban szerepel az az allapot, amibe
az automata a j- edik allapotbdl az i- edik bemend jel hatasara atmegy.
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9(q)
A q
a d(g,a)

VEGES MOORE-AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

4.2.1.3. Véges kimendjel nélkiili automata Cayley tablaja

A tablazat bal fels6 sarkaba irjuk az automata nevét, elsd soraban felsoroljuk az allapotait, elsé
oszlopaban pedig a bemend jeleit. (Ezesetben az allapotjel maga az allapot, igy nem kell az els6 sorban
levé allapotok fo1¢ irni az allapotjelet mint az elézé esetben.) Itt is a tablazat (i + 1)- edik sordban és

(j+ - edik oszlopéban szerepel az az allapot, amibe az automata a j- edik allapotbdl az i- edik
bemend jel hatdsara atmegy.

VEGES KIMENG JEL NELK{ULI AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

4.5. példa - A csengd, mint automata

Vegyiink egy villamos cseng6t. a; és a, jeloljék azon helyzeteket, mikoris nyomjuk vagy nem nyomjuk
a csengbt. A csengd kezdetben az 4, kezddallapotban van, ami annak felel meg, hogy nem cseng.

Az a jel hatdséara, vagyis a csengd megnyomadsara dtmegy a csengé a 9, allapotbol a q, allapotba.
Megszakitva a csengd nyomasat, vagyis az a, jel hatasara a csengd atmegy nem csengo, azaz az 4,

allapotba. Leirasunkat tablazatba foglalva jutunk el a csengd kovetkezo absztrakt modelljéhez:

A 90 q1
aj q, 4,
az q, 4,

A tablazat mutatja, hogy mely jel hatasara mely allapotbdol mely allapotba megy at az automata.
Példaul a 3. sor 3. oszlopaban levé g, azt jelenti, hogy a, hatdséara a 4, allapotbo6l az 9, allapotba megy
at az automata. Tablazatos megadasnal inicialis automata esetén rendszerint az elsd oszlop jelzi a

kezddallapot oszlopat (azaz annak megadasat, hogy kiilonféle bemend jelek hatasara a kezdéallapotbol
mely allapotokba megy at az automata). []
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Megjegyezziik, hogy némely feladatoknal célszerli a tablazatos megadasban a sorok és oszlopok
szerepeinek felcserélése, vagyis ekkor az oszlopok a bemendjeleket (, illetve a A- t, ha az automata
bemendjel nélkiil is allapotot valthat, mig a sorok az automata allapotait reprezentaljak. Mindenképpen
célszerti jelezni a tablazat bal fels6 sarkaban, hogy a bemendjelek, illetve az allapotok hol talalhatoak.
Elfogad6 automatak esetén a végallapotokat is meg kell jeldlni, pl. bekeretezéssel. A biztonsag
kedvéért a kezdballapotot kiilon is jelezhetjiik, pl. egy nyilacskaval.

Parcidlis automata esetén a tiblazat néhdny helye iiresen maradhat, amit & jel6lhet. Itt jegyezziik
meg, hogy nem-determinisztikus automatak esetén a tablazat cellai az allapotok-, illetve a kimendjelek
halmazanak részhalmazait tatralmazzak.

4.2.2. Véges automatak megadasa grafokkal

Véges automatdk megadasanak egy masik szokdsos modja a cimkézett iranyitott graffal torténd
megadas.

4.2.2.1. Véges Mealy-automata megadasa graffal

A graf minden egyes csticsa meg van cimkézve egy allapottal, a csticsokbol kivezeté minden iranyitott
¢l (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve egy két dimenzios vektorral. Ezen vektor elsé
komponense egy bemend jel, a masodik pedig egy kimendjel. Determinisztikus esetben minden
csticsbol pont annyi €1 vezet ki, ahany bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy
egy adott allapotbol egy adott bemend jel hatdsara az automata milyen kimendjellel reagal és melyik
allapotba megy at. Nevezetesen, a bemendjeleket az élek cimkéinek elsé komponense, a kimendjeleket
az ¢lek cimkéinek masodik komponense, az allapot atmeneteket pedig az élek kezd6- és végesticsainak
cimkéi adjak meg. Egy ¢l kezddcsticsaban 1évo allapot az ¢él cimke elsé (bemend jel) komponense
hatasara épp abba az allapotba megy at, mellyel az él végcstcsa van megcimkézve.

EGY MEALY-AUTOMATA GRAFJA

4.2.2.2. Véges Moore-automata megadasa graffal

A graf minden egyes csticsa meg van cimkézve egy két dimenzios vektorral, melynek elsé komponense
egy allapot, a masodik komponense pedig ezen allapotjele. A csucsokbol kivezeté minden irdnyitott él
(mely hurokél is lehet) meg van cimkézve egy bemend jellel. (Determinisztikus esetben itt is) minden
csucsbol pont annyi €l vezet ki, ahany bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy
egy adott allapotbol egy adott bemend jel hatasara az automata melyik allapotba megy at. Nevezetesen,
a bemendjeleket az élek cimkéi, az allapot atmeneteket és az allapotjeleket pedig az élek kezd6- és
végesucsainak cimkéi adjak meg. Egy ¢l kezd6 csucsaban 1évo cimke elsé (allapot) komponense az
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¢l cimke (bemend jel) hatasara épp abba az allapotba megy at, ami az ¢l vég csticsaban levd cimke
els6 (allapot) komponense. Az atmenet utani allapotjel pedig az €l vég csucsaban levé cimke masodik
(kimendjel) komponense.

EGY MOORE-AUTOMATA CRAFJA

4.2.2.3. Véges kimendjel nélkiili automata megadasa graffal

Csaknem olyan szerkezetli graffal torténik a megadas mint a Moore-automata esetén. Az egyediili
Iényeges kiilonbség, hogy a csticsok itt az allapotokkal vannak megcimkézve (€s nem két dimenzids
vektorokkal mint a Moore-automata esetén). Tehat a graf minden egyes csicsa meg van cimkézve egy
allapottal, a csticsokbol kivezetd minden iranyitott €l (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve
egy bemend jellel. Most is igaz a (teljesen definialt) determinisztikus esetre, hogy minden csucsbol
pont annyi ¢l vezet ki, ahdny bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy egy
adott allapotbol egy adott bemend jel hatasara az automata melyik allapotba megy at. Nevezetesen, a
bemendjeleket az ¢lek cimkéi, az allapot atmeneteket pedig az élek kezd6- és végesucsainak cimkeéi
adjak meg. Egy ¢l kezddcsticsaban 1év6 allapot cimke az él cimke (bemend jel) hatasara épp abba az
allapotba megy at, ami az ¢l végesucsaban levo allapot cimke értéke.

EGY KIMENO JEL NELKULI AUTOMATA GRAFJA

Itt jegyezziik meg, hogy elfogadd automata esetén szokas a végallapotokat pl. dupla korrel rajzolni,
mig a kezddallapot jelolésére szokas az adott allapotba egy plusz bemend nyilat rajzolni.

48



A véges automatak
elméletének alapjai

EGY KEZDO ES VEGALLAPOTOKKAL RENDELKEZO NEM-DETERMINISZTIKUS
AUTOMATA GRAFJA

4.3. Az automata, mint algebrai struktura:
részautomata, homomorfizmus, izomorfizmus,
kompatibilis osztalyozas

Az absztrakt automatakat vizsgalhatjuk algebrai struktiraként is. Mint ahogy beszélni szoktunk
algebrai struktirdk rész-struktirairol, homomorfizmusairdl, izomorfizmusair6l, ugyanigy szokas
beszélni ezekrol automatak esetén is. El0szor Mealy-féle automatékra fogjuk megadni a megfeleld

részautomata-, homomorfizmus- és izomorfizmus-fogalmakat.

4.3.1. Mealy automata, mint algebrai struktura

Egy A=(0Q, T, V, d, f) Mealy-automata részautomatdja alatt értjiik aztaz A'=(Q", T", V', d', f) Mealy-
automatat, melyre Q'€ Q, T'S T, V'SV és d’:d|Q.XT., illetve f':f|vaT.. (Szavakban, d' a d
restrikcidja, azaz megszoritasa Q'x T'- re, f"' pedig az f restrikcioja, azaz megszoritasa Q'x T"'- re.)
Masként mondva, d' és (' ugy van definidlva, hogy alakjuk d': O'x T"'— Q;, illetve f": Q'xT'— V",
s teljesiil minden g € Q', a € T' pér esetén a d'(q, @) =d(q, a), illetve az f(q, @)= f(g, a) egyenldség.
Amint latjuk, a d és az f nem minden Q'x T"'- re vett restrikcioja alkalmas a részautomata atmeneti,
illetve kimeneti fliggvényének. Kell még az is, hogy a tekintett d' restrikcio a Q'- be, illetve hogy
a tekintett /" restrikcié a V'- be képezzen. Azt a tényt, hogy az 4' automata részautomatéja az A4

automatanak, idonként 4'< 4- val jeldljik.

Amennyiben az Q'S Q, T'ST,V'SV tartalmazasok valamelyike valddi tartalmazas,
0'SO T'ET, V'E V legalabb egyike fennall, igy azt is mondjuk, hogy A' valddi részautomataja 4-

nak, s ezt A'G A- val is jeldljik.

Ha Q'cQ és T=T,V=V' akkor az A'- t az 4 (valodi vagy nem valodi) allapot-, vagy Q-
részautomatajanak hivjuk (jelekben: A'EQA). Ha T'cT és Q=0 V'=V, akkor A' bemend jel
részautomatéja vagy T - részautomataja (jelekben: 4'SA4), ha pedig V'S V, tovabba Q'=Q, T'=T,

akkor az A' kimendjel részautomataja, vagy ¥ - részautomatéja 4- nak (jelekben: A'<; A). Hasonlo

értelemben beszéliink (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)- részautomatakrol.

Tovabbi specialis automata-tipus az inicialis részautomata, mely ugyancsak definidlhat6 az emlitett
részautomata-tipusok barmelyikére. Akkor mondjuk, hogy egy A inicidlis automatdnak egy A'
inicidlis automata inicialis részautomataja, ha mindamellett, hogy A' az 4- nak részautomatdja,
az is teljesiil, hogy az A' kezd6allapota épp az 4 kezddallapota lesz. Hasonld értelemben mint a
korabbiakban, beszéliink inicialis Q- részautomatardl, inicidlis 7 - részautomatarol, inicialis V -

részautomatardl, illetve inicialis (O, T)-,(Q, V)-, (T, V)- részautomatarol. Minden esetben tehét a
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megfeleld részautomata-tulajdonsag mellett még azt is elvarjuk, hogy a megfeleld részautomata-tipus
kezddallapota épp az 6t tartalmazd automata kezddallapota legyen.

Azt mondjuk, hogy az 4'=(Q" T' V" d', ") Mealy-automata homomorf képe az 4=(Q, T, V, d, f)
Mealy-automaténak (jelekben A4~ 4", ha megadhat6 olyan sziirjektiv (azaz *“ra" tipusu, vagy mas
néven riképezd) w1 0 — O\ y,: T — Ty 1 V — V' leképezésekbol allo y =y, ., w)) leképezés-
harmas, hogy teljesiilnek rd az ugynevezett miivelettartd tulajdonsagok. Mas szoval, képletben
kifejeve, tetszbleges g € O, a € T par esetén

l//l(d(q, a)=d '(l//l(q), l//z(a)),
illetve
y/3( flga)=f '(t//l(q), 1//2(0!))-

Vilagos, hogy a homomorfia mint reldcio reflexiv ( A~ A) és tranzitiv ( A~ A", A'~ A" = A~ A"). Mint
ahogy beszéliink specialis részautomatakrol, ugyanigy beszéliink specialis homomorfizmusokrol.
Azt mondjuk, hogy az A4'=(Q,T'.V'd' f") Mealy-automata éallapothomomorf képe vagy Q-
homomorf képe az A=(Q,T,V,d, f) Mealy-automatanak (jelekben A~04"), ha az eldbb
definialt Yo Wy Vs leképezés-harmasban a v, és a vy valaszthatd identikus leképezésnek.

Ezen feltétel mellett tehat az el6bbi egyenldségeink tetszbleges g€ Q,a €T par esetén a
kovetkez6 alakuak lesznek: v (d(g, @) = d'(y (¢), @), illetve (g, a)= f(y (), a). Ebben az értelemben
beszéliink tehat 1//1:Q—> Q' O- homomorfizmusrol. Ilyenkor nem egy leképezes-hadrmas, hanem
egyetlen v, leképezés képviseli az allapothomomorfizmust (mert eltekintiink az identikus
2% T—T'és 2% V — V' leképezések szerepeltetésétdl). Hasonlo értelemben beszéliink 2% T-T
bemendjel-, vagy 7'- homomorfizmusrol, yy Y — Y' kimendjel-, vagy Y- homomorfizmusrol,

illetve y'=ly,p} (O, 7)- homomorfizmusrol (ahol y :0—Q\y,:T—T), "=y, y,}
(O, ¥)- homomorfizmusrél (ahol y 00y V> V", valamint y"'= {{//2, 1//3} (T, v)-
homomorfizmusrdl (ahol 2% T—T, 2% V-V

Tovabbi specialis homomorfizmus tipus az inicialis homomorfizmus, mely ugyancsak definialhatd
az emlitett specialis homomorfizmus-tipusok (inicidlis Q- homomorfizmus, inicialis 7 -
homomorfizmus, stb.) barmelyikére is. Akkor mondjuk, hogy egy A inicialis automatanak egy A'
inicidlis automata inicialis homomorf képe (inicialis O- homomorf képe, inicialis 7'- homomorf
képe, stb.), ha mindamellett, hogy A' a 4- nak homomorf képe, az is teljesill, hogy az A'
kezddallapota épp az A kezddallapotanak homomorf képe ( Q- homomorf képe, 7- homomorf
képe, stb.) lesz. Hasonlo értelemben beszéliink tehat inicialis Q- homomorfizmusrol, inicialis
T - homomorfizmusrél, inicialis ¥ - homomorfizmusrél, illetve inicialis (Q, T)-,(Q, V)-,(T, V)-
homomorfizmusrél. (Minden esetben a megfelel6 homomorfia-tulajdonsag mellett még azt is elvarjuk,
hogy a homomorf kép kezddallapota épp a raképezd automata kezddallapota legyen.)

Amennyiben a homomorfizmus olyan, hogy az 0Osszes szereplé raképezések bijekciok (azaz
kolesondsen egyértelmii raképezések), akkor izomorfizmusrol beszéliink. fgy minden egyes speciélis
homomorfizmus-tipusnak van egy megfeleld izomorfizmus-tipusa ( Q- izomorfizmus, inicialis
Q- izomorfizmus, stb.). Nyilvanvalo, hogy ha egy 4 Mealy-automatanak egy A' Mealy-automata

izomorf képe (képletben 4~ 4", s a (p:((pl, P go3) leképezés-hadrmas az A izomorfizmusa A'- re,
akkor a ¢l :(go'll, q)’zl, qrsl) leképezés-harmas az 4' izomorfizmusa lesz 4- ra. Az izomorfizmus tehat

mint relaci6, szimmetrikus. Mindamellett mint a homomorfizmus altalaban (és az izomorfizmus
a homomorfizmusnak specialis fajtaja), az izomorfizmus mint relacidé reflexiv és tranzitiv. Az
izomorfizmus mint relacié tehat ekvivalencia relacid, hisz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
(Ugyanez természetesen vonatkozik az dsszes specialis izomorfizmus-tipusokra is.)

Az absztrakt algebrai vizsgalatoknal az egymassal izomorf struktirakat azonosnak szoktak tekinteni.
Ez az ugynevezett izomorfia elv. Ezt az elvet automataelméleti vizsgalatoknal sok esetben csak
részlegesen szokasos elfogadni a vizsgalatok sajatossagai miatt.
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Most részletesebben foglalkozunk még a Q- homomorfizmusokkal és a veliik kapcsolatban allo
kompatibilis osztalyozasokkal. Legyen A=(Q, T, V, d, f) tetsz8leges Mealy-automata és legyen @
tetsz6leges ekvivalencia relacio a Q allapothalmazon. Ismeretes, hogy minden ekvivalencia relaciod
egyértelmiien indukal egy osztalyozast azon a halmazon, amin a relaci6 értelmezve van. Nevezetesen,
pontosan az egymassal relacioban 16v6 elemek fognak egy osztalyba sorolodni. fgy a o relacio is
indukalja a Q halmaz egy Cp osztilyozasat: a p €s ¢ allapotokat akkor és csak akkor soroljuk egy
osztalyba, ha egymassal relacioban vannak, azaz ppq fennall. A ¢ elem altal reprezentalt (vagyis
a q elemet tartalmazo) osztalyt Cplgl- val jeloljiik. Jeldlje O az osztilyok halmazat, azaz legyen
0=1{Cglqll g € 0}.Egy ilyen Cp osztalyozast kompatibilis osztdlyozdsnak neveziink, ha a hozzd tartozo
O relacio kongruencia relacio, vagyis ha p - ra teljesiil az a kdvetelmény, hogy minden p, g € O parra
pOq - nek tetszéleges a € T esetén kovetkezménye lesz d(p, a)pd(q, a) és f(p, a)= f(q, a).

Tegylik fel most, hogy a Q halmaz Cp osztilyozasa pont egy kompatibilis osztalyozas. Ekkor tehat
minden p, g € Q parra ppq- nek tetszéleges a € T esetén kovetkezménye lesz d(p, a)pd(q, a) és
f(p, @) = f(q, a). Méasként fogalmazva, feltételezziik, hogy ha valamely p, ¢ € Q par a Cp osztalyozas
szerint egy ¢és ugyanazon Cp osztalyba esik, akkor tetszoleges a € T bemend jel esetén d(p, a) és d(q, a)

is egy osztalyba fognak esni, tovabbéa f(p, @)= f(g, @) is fennall. Ily moédon definialhato a kdvetkezd
automata:

A4/ Co=(Q, T, V,d, 1),

ahol minden g € O, a € T parra

d(Cpllg) @)= Cldlg, a)l f(Cplql a)= flg, ).

Belathato, hogy ez az automata jol definialt és érvényes a kovetkez6:
A~04/Cy,

aholis a megfeleld6 Q- homomorfizmushoz ugy jutunk, hogy minden allapot allapothomomorf
képeként az 6t tartalmazd osztaly adddik. Mas szoval, egy automata faktorautomatai az automatanak
mindig Q- homomorf képei. A kdvetkezd tétel azt mondja ki, hogy megforditva, az 4- homomorf
képek mindig megszerkeszthetéek faktorautomataként. Ez a tétel az algebraban jol ismert Altalanos
Homomorfia Tétel Mealy-automatakra vonatkozo specialis esete.

6. Tétel.(Altalinos Homomorfia Tétel Mealy-Automatikra Vonatkozé Specialis Esete) Tegyiik
fel, hogy az A=(Q, T, V, d, ) Mealy-automata az A'=(Q", T", V', d', f') Mealy-automatara valamely
allapothomomorfizmussal leképezhetd, s tekinsiik a Q allapothalmaznak azt a C osztalyozasat,
amelynél barmely két p, g€ Q éllapot akkor és csak akkor van egy osztalyban, ha a tekintett
allapothomomorfizmus szerinti képiik ugyanaz. Ekkor a O allapothalmaz ezen C osztalyozasa
kompatibilis, s a hozz4 tartozd A/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az A' automataval. Képletben,

A'~0 Ap)=>A|C=p A(Cgl— olg).

4.3.2. Moore automata, mint algebrai struktura

Most Moore-féle automatakra fogjuk megadni a megfeleld részautomata-, homomorfizmus-, és
izomorfizmus-fogalmakat. Ekkor egy A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata valamely részautomataja
alatt értiink egy olyan A'=(Q', T, V', d', g") Moore-automatat, melyre Q'€ Q, T'< T, V'S V mellett
d'=d|pgn & g'=gly teljesiil. Mas széval tetszileges g€ 0\ a€T' pir esetén dlg, a)=dq, a)
és gl(g)=glg). Felmeriil a kérdés, hogy ha egy Moore-automatit Mealy-féle automatanak
tekintlink, s vessziik ezen Mealy-automata egy (Mealy-automataknal targyalt értelemben tekintett)
részautomatajat, vajon ez a részautomata tekinthetd lesz-e ugyancsak Moore-féle automatanak, illetve
részautomata lesz-e abban az értelemben is, ahogy azt a Moore-automatak esetén definialtuk. A
valaszunk az, hogy a két értelemben vett részautomata fogalom (Moore automataknal) egybeesik.
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Legyen ugyanis f:QOxT —V az a leképezés, melyre a tekintett Moore-automata, tetszéleges
g€ Q' a€ T' par esetén eleget tesz a f(q, a) = g(d(q, a) dsszefiiggésnek. Tegyiik fel, hogy az ezen
f fiiggvénnyel definialt, 4- bol nyert B=(Q, T, V, d, f) Mealy-automaténak a B'=(Q" T", V', d', )
Mealy-automata részautomataja. Ekkor d'=d |Q'XZ“ és f'=f IQ,X]W Ily moédon tetszéleges g€ Q' ac T'
parra dq,a)=d(q,a) és fYq a) = f(g a). Viszont flg, a)=gldlg, @), (g, @)= f(g, a), valamint
d'q, @) = d(g, @) miatt ekkor 1(q, @)= g(d'q, a)). Vagyis definialhatjuk az 4"=(Q', T", V, d', g) Moore-
automatat, mely nyilvanvaléan (Q, T)- részautomatija lesz 4- nak abban az értelemben, ahogy
azt a Moore-automataknal definialtuk. Természetesen az is igaz, hogy V tetszbleges olyan V"<V
részhalmazara, melyre {g@)|qg€ QS V" ag'=g IQ” feltételnek eleget tevd 4™ =(Q', T, V" d' g")
Moore-autorpata a A automatanak Moore-féle részautomataja lesz a Moore-automataknal tekintett
értelemben. Igy valoban, ez a két részautomata-fogalom Moore-automataknal egybeesik.

A Mealy-automatékra definialt specialis részautomata-fogalmak természetes modon definialhatok
Moore-féle automatakra, s az altalanos Moore-féle részautomata fogalomnal targyaltakhoz hasonld
észrevételeket nyeriink, ha a Moore-automatakat specialis Mealy-automataknak tekintve vessziik
ezen Mealy-automatdk megfeleld specialis ( O-, T-, V -,(Q, T)-,(Q, V)-, (T, V)-) részautomatiit.
Ugyanez érvényben marad az inicialis Moore-automatak inicialis részautomataira is és azok tovabbi
specialis (inicialis Q- részautomata, inicialis 7 - részautomata, stb.) eseteire is.

Egy 4=(Q, T, V,d, g) Moore-automata valamely 4'=(Q" T" V" d' g') Moore-automatara torténd
(altalanos) Moore-homomorfizmusa alatt egy olyan = (z//l, Yy 1/13) sziirjektiv leképezésekbol
allo leképezés-harmast értiink, melynek tagjai (//I:Q—>Q', 2% T—-T, Wy V' — V"' formajuak, s
teljesiilnek rajuk minden g € O, a € T par esetén a

y (dlg, a) = d ¥y (@), v (@),
illetve a
v{gle) =gy (g)

Osszefiiggés. Igazolhato, hogy a Moore-féle homomorfizmus specialis esete a Mealy-féle automatakra
értelmezett homomorfizmusnak abban az értelemben, hogy ha szerepld Moore-automatékat specialis
Mealy-automatadknak tekintjiik, akkor az elébb definidlt Moore-féle homomorfizmus egy Mealy-
féle automatakra definialt homomorfizmust fog szolgaltatni. De az is igaz, hogy lehetséges példat
adni olyan Moore-automatara, melyet ha Mealy-automatanak tekintiink, a Mealy-automataknal vett
értelemben homomorfan leképezhetd lesz egy olyan Mealy-automatara, mely nem tekintheté Moore-
automatdnak (lasd alabbi példaban).

4.6. példa - Mealy és Moore automatak homomorfizmusa

Legyen adva egy A=Cp, ¢ la, bl {x, ¥, d, @) Moore-automata, melyre
dp,a=dqg a=p,dp b)=dgb=q é gp=xgqg=y. Bzt a Moore-automatait Mealy-
automatanak  tekintve nyerjik a B=(0p, ¢, 1a b}, {x, ), d,g) Mealy-automatat, melyre
fp,a)= flqg,a)=x, f(p, b)= f(g, b) = y. Nyilvanvaloan fennall minden ¢'E€1{p, ¢}, a' €{a, b} parra a
g, a") = gld(q', a") bsszefiiggés. Most vegyiik a B'= (r}, a, b}, {x, 3}, d', ") Mealy-automatat, melyre
d(r, @)= d'(r, b) = r fennéllasa mellett f'(r, a)=x, f'(r, b) = y. Azonnal latszik, hogy a y(p)=ylg)=r
osszefliggéssel definialt w:{p, gt — 1} leképezés a B egy Q- homomorfizmusa lesz B'- re. De
d(r,a)=d(r,b)=rés fr,a) # f(r, b) mellett az is latszik, hogy nincs olyan g': {r} — {x, y} leképezés,
melyre f(r, a") = g(d'(r, a") fennallna minden a' € {a, b} mellett. B' tehat nem Moore-automata. [

Ugyanugy mint a Mealy-automataknal, itt is tekinthetiink kiilonféle specidlis Moore-féle
0-,T-,V-,(0,1-,(Q,V)-,(T,V)- homomorfizmus tipusokat, tovabba tekinthetjiik mind az
altalanos Moore-féle homomorfizmus-fogalom, mind pedig a specialis Moore-féle homomorfizmus-
tipusok inicidlis valtozatait inicidlis Moore-automatakra. Ugyantgy, mint az altalanos esetben,
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ezekben az esetekben is lehet példat adni arra, hogy (Moore-automatak esetén) a Moore-féle specialis
homomorfizmus-fogalmak (Moore-féle O-, T -,V -,(Q, T)-,(Q, V)-,(T, V)- homomorfizmus és
ezek inicidlis valtozatai) is valodi specidlis esetei a Mealy-féle valtozatoknak. Végiil megjegyezziik,
hogy ha a szerepld leképezések bijektivek (vagy ha egy ilyen leképezés van akkor ha a szerepld
leképezés bijektiv), akkor Moore-féle izomorfizmusrol, illetve annak megfeleld specialis tipusair6l
beszéliink. Izomorfizmusok esetén viszont a két féle (Mealy-féle, illetve Moore-féle) izomorfizmus-
fogalmak egybeesnek.

Hasonldan mint Mealy-automatak esetén, kimondhato az algebraban jol ismert Altaldnos Homomorfia
Tétel Moore-automatakra vonatkozo specialis esete.

7. Tétel. (Altalanos Homomorfia Tétel Moore-Automatikra Vonatkozé Specialis Esete) Tegytik
fel, hogy az A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata az 4'=(Q", T, V', d', g") Moore-automatara valamely
Moore-féle allapothomomorfizmussal leképezhetd, s tekinsiik a Q allapothalmaznak azt a C
osztalyozasat, amelynél barmely két p, g € O allapot akkor és csak akkor van egy osztalyban, ha a
tekintett Moore-féle allapothomomorfizmus szerinti képiik ugyanaz. Ekkor az Q allapothalmaz ezen C
osztélyozasa kompatibilis, s a hozza tartozd A/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az 4' automatéaval.
Képletben,

A'~0A(p) = 4] C ~pA(Clgl — ¢lg)).
4.3.3. Kimendjel nélkiili automata, mint algebrai struktura

Hatramaradt még a megfeleld részautomata-, homomorfizmus-, és izomorfizmus-fogalmak kimendjel
nélkili automatakra torténd definidlasa. Természetesen az is igaz, hogy némi megszoritassal (a
kimend jelhalmazokra vonatkozé Osszefiiggések figyelmen kiviil hagyasaval) a homomorfizmus,
izomorfizmus és annak egyes specidlis tipusai definidlhatok kimendjel nélkiili automatakra is.
gy példaul az 4=(Q, T,d) kimendjel nélkiili automatdnak részautomatija az A'=(Q' 7", d")
kimendjel nélkiili automata, ha Q'cQ,T'< T, valamint d’=d|er. Tovabba az A=(Q, T, d)
kimendjel nélkiili automatanak homomorf képe az A'=(Q" T',d") kimendjel nélkiili automata, ha
alkalmas p: 0= 0y,: T-T alaku, sziirjektiv leképezésekbdl allo l//:(llll, l//z) leképezés-parra
minden g€ 0, a €T esetén y (dlg, a)) = d'(y (¢), y,(a)) fennall. Az algebraban jol ismert Altalanos

Homomorfia Tétel kimendjel nélkiili automatakra vonatkozo specialis esete formailag csaknem
egybeesik a Mealy-féle automatakra vonatkozo specialis esettel.

8. Tétel. (Altalanos Homomorfia Tétel Kimené Jel Nélkiili Automatikra Vonatkozé Specialis
Esete) Tegyiik fel, hogy az 4=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata az 4'=(Q", T",d") kimendjel
nélkiili automatéara valamely allapothomomorfizmussal leképezhetd, s tekinsiik a Q allapothalmaznak
azt a C osztalyozasat, amelynél barmely két p, ¢ € Q allapot akkor és csak akkor van egy osztalyban,
ha a tekintett allapothomomorfizmus szerinti képiik ugyanaz. Ekkor a Q allapothalmaz ezen C
osztalyozésa kompatibilis, s a hozza tartozd 4/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az A' automataval.
Képletben,

A'~0Alp) = A] C ~pA(Clgl — ¢g)).

Az elmélet tovabbi kiépitésénél elsGsorban Mealy-automatakra szoritkozunk. {gy ha mast nem
mondunk, a jegyzetnek ebben a részében automata alatt mindig Mealy-féle automatat fogunk érteni,
azaz a Mealy-automatak esetén a "Mealy" jelz6t sok esetben elhagyjuk.

4.4. Az automatak altal indukalt leképezések

A korabban nem fiires és véges halmazokra definidlt néhany fogalmat a tovabbiakban tetszdleges
halmazokra is értelmezni fogjuk. fgy valamely (véges vagy végtelen) ¥ halmaz elemeibél alkotott
véges lancot V - beli szonak, V elemeit pedig idonként betiiknek hivjuk. Ha V az iires halmaz, technikai
okokbol (ahogy a Kleene itarcié definici6jabol is kitiinik) ™ egy olyan egy elemii halmazt jeldl,
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melynek egyetlen eleme az iires sz6: tehat & =1{2}. Nemcsak véges, hanem végtelen V halmazokra is
(és az lires halmazra is) érvényes lesz, hogy a V™ - beli 6sszes szavak a konkatendciéra (egymas mellé
irasra) nézve - mint miiveletre - monoidot, azaz egységelemes szabad félcsoportot fognak alkotni.

Ugyancsak igaz, nemcsak véges hanem végtelen V' halmazokra is, hogy a V" - beli dsszes szavak a
konkatenaciora (egymas mellé irdsra) nézve - mint miiveletre - szabad félcsoportot fognak alkotni.

(Ha V az iires halmaz, akkor a ¥ feletti 6sszes nem iires szavak V" halmaza is nyilvén iires halmaz.
Marpedig egy félcsoportrdl fel szokas tételezni, hogy legalabb egy eleme van, azaz az {ires halmazt

nem szokas félcsoportnak tekinteni. fgy ¥"- t nem tekintjiik félcsoportnak ha V iires halmaz.) Egy

pE V" sz0 hosszat - akkor is ha V nem véges - | pl- el jeldljiik, s mint kordbban, a szét alkoto betiik
szamat értjiik alatta (multiplicitasokkal egyiitt). A V halmaz szamossagat is (akar véges, akar nem, akar

iires akar nem) | V|- el jeldljiik. Végiil, ha p nem iires, mint korabban, > p jeldli a p utolsé betiijét.

Legyen A=(Q,T,V,d, f) tetszOleges Mealy-automata. A d:OxT—Q és a f:0xT—V
fliggvények értelmezését kiterjesztjiik O x T*- ra a kovetkezd definicioval:

Legyenek d:Qx T*— QF, f:Qx T*— V* ugy definidlva, hogy tetszSleges g€ Q és ay, ..., a, €T
esetén alljanak fenn a

d(g, a- ap = 4,4

n
ésa
f(q, al...an): bl"' bn

Osszefiiggések, ahol q,= d(g, al), s g, = d(qn_l, ay), illetve b= f (g, al), ey by = f (qn_l, a,). Emellett

legyen d(q, 2) = q, f(a, /) = /. Ez a formlis definici6 annak az interpreticionak felel meg, hogy barmely
q € Q éallapotbol indulva az A automata egy bemend jelsorozatnak egy kimend jelsorozatot feleltet
meg (az automata "szekvencialis gép"). Nevezetesen, az automata az iires bemend szoéra iires kimend
szoval reagal.

MEALY-AUTOMATA MINT ALTALANOSITOTT SZEKVENCIALIS GEP MUKODESI
VAZLATA

Valamely T halmaz feletti T* szabad monoidot egy ¥ halmaz feletti V™ szabad monoidba leképezd
a:T"— V* leképezést alfabetikus leképezésnek hivunk. A bemend szavak a bemend informacio, a
kimend szavak pedig a kimend inforrr}éci(') hordozdi. Az automata az informaci6 atalakitast alfabetikus
leképezések segitségével realizalja. Igy a fenti aja, - a, sz0hoz az automata a fenti b\b, - b, szot
rendeli hozza. Specidlisan, az iires szonak minden allapot az iires szot felelteti meg, hisz definicidink
értelmében tetszoleges g € Q allapotra f(g, )= A tovabbiakban egy 4=(Q, T, V,d, f) Mealy-
automata minden egyes g € Q allapotdhoz hozzarendeljiik a ?, ,A(w) = flg, w), w € T dsszefiiggéssel

definialt E T" — V* leképezést, melyet a g€ Q dllapot dltal indukalt leképezésnek is fogunk
hivni. Ha nem all fenn a félreértés veszélye, Pyn helyett a legtobbszor csak P, t irunk. Inicialis

4=, T,V, dy d, f) Mealy-automata esetén a 4, kezddallapottal indukalt %4, leképezést az A inicidlis

54



A véges automatak
elméletének alapjai

automata altal indukalt leképezésnek, vagy roviden az A automata leképezésének is mondjuk és
idénként ¢ " val jeloljik. A kovetkezo tétel George N. Raneytdl (ejtsd: réni) szarmazik.

9. Tétel. (Raney tétele) Egy ¢: T — V" alfabetikus leképezés akkor és csak akkor automata leképezés,
ha eleget tesz a kdvetkezo két feltételnek:

(i) hossztarto, azaz tetszéleges w € T - ra |w|=[pw)|

(i) kezd6szelet tartd (kezddszeletet kezdészeletbe visz at), azaz minden w, v € T* - hoz létezik olyan
u€ V", hogy plwv) = pwh.

Bizonyitis. A sziikségesség nyilvanvald a Kkiterjesztett atmeneti és kimeneti fliggvények
tulajdonsagai miatt. Valoban, legyen 4=(Q, T, V,d, f) tetsz8leges Mealy-automata, s legyen
gEQ tetszoleges allapota. Legyen weET™ tetszOleges. Ha w=1, azaz w az iires szo,
akkor f(g,)=2 a definicionk szerint, azaz a ¢ ()= flg,2) és a flg D=2 Osszefliggések
miatt ekkor ¢ (A)=7 amibdl |p (D)=[1] nyilvanvaloan kovetkezik. ¢, tehat az iires szora
teljesiti a hossztartd tulajdonsigot. Most legyen w& T™ nem iires szo, azaz legyen valamely
ay ...,a, €T bemend jelekre w=ay...a, Ekkor, amint a d és f fiiggvények kiterjesztésénél
lattuk,  alkalmas ¢, ...,q,€Q dllapotokra  g¢,=dlg, a),q,=dlq, @), ...,q,=d(q_,ay)
teljesiilése mellett g, a;a)= f(g a)f (ql, a) - f (qn_l, ap). Vagyis, bevezetve a
by= fg, ay), b2=f(q1, a), ..., b,,=f(qn_1, a, jeloléseket, goq(al---a,,)=f(q,al---a,,)=b1---b,r Ebbél
nyilvanvalo, hogy la, - ayl=1by - byl=n, vagyis |wl=lg (W) azaz ¢ minden 7"- beli (iires vagy

nem iires) szora hossztarto.

Az iires sz6 T"- nak és V*- nak egységeleme, azaz tetszéleges vE T, wE V" esetén lv=vi=v,
illetve Aw = wi = w. Legyen most v € T tetszéleges sz6. Ekkor azt kapjuk, hogy (oq(/lv) = goq(v) =lp q(v).
Vagyis a kezdoszelet tartd tulajdonsdg teljesiilni fog ha az iires sz6 a kezddszelet, a végszelet
pedig maga a tekintett sz6. (Irjunk u- t a ¢,(v) helyébe a ¢, (v)=1g,(v) egyenléség jobboldalan.)
Hasonloan kapjuk tetszoleges wE T~ ra a ¢, (w2) =g (W)= ¢ (W)L levezetést. Tehit a kezdSszelet
tartd tulajdonsag akkor is teljesiilni fog, ha a sz6 kezddszeletének magat a szot tekintjik,
végszeletének pedig az ires szot. (frjunk u- t a 1 helyébe a 9, W) =¢ (WA egyenldség
jobboldalan.) Most vélasszuk meg a w,vE T* part gy, hogy egyikiik se legyen iires. Ekkor

valamely ay, ..., ap, apy, ...,a, €T bemend jelekre w=ay-a, v=a;,; a, Vezessik be rendre
a q,=dga),q,=dlq,a), ....q,=dlq _,a) é a b=flga)b=1g,a), ...0.,=flq ,a,)
jeloléseket. Ekkor

o, w) = flg. w)= fq a;a) = flq, a)flq, a)~ fla, , a)fla,, . ap ) g, a)=by= bbby
és o= flgw)=flg, a;a)= flg, a)f(q, a) flq, , @)=by by fennallnak. EbbSI viszont
(oq(wv): ¢q(w)bk+1--- by, vagyis az u= by, b, valasztéssal kapjuk, hogy alkalmas u€V*- ra

goq(wv) = goq(w)u ebben az esetben is fennall. Py tehat valoban kezddszelet tarto.

Az elegendbséghez legyen ¢: T* — V™ tetszéleges hossz- és kezddszelet-tarto alfabetikus leképezés.
Ekkor minden w, v € T™ parhoz lesz olyan u € V™, hogy ¢(wv) = (W

*

Rogzitett we T™ esetén jeldlje 9, azt a goW:T* — V7 alfabetikus leképezést, melyre tetszOleges
VET" esetén a glwv)=gwlp (v) egyenlbség fog teljesiilni. Eldszér mutassuk meg, hogy a
tetszélegesen valasztott weE T"- hoz tekintett ¢, alfabetikus leképezés is automata leképezés.
Valoban, ¢ hossztartd volta miatt |wv|=[plwv)| és [wl=[gw)l Masrészt plwv)=pwlp, (v) miatt
lpwlp, W=lpww)| azaz|wl+[vI=(wv|=|pwlp, W= New)l+|p, (W] EbbéI [w|=[@p(w)] értelmében
|v\:\(pw(v)|, azaz ¢ hossztartd. Mutassuk meg, hogy kezddszelet tartd is. Legyen v,zET"
tetszGleges. Ekkor plwvz) = pwlp (v2) és plwvz)=glwvlp, (2)=plwlp (g, (2) is teljesiilni fognak
a ¢ kezddszelet tarto volta miatt. Igy ¢wp (v2)=gwlp (e, (2) is teljesiil. Am szabad
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monoidban a szavak egyenl6sége betiirl-betlire vald egyenldséget jelent, azaz a legutobb kapott
egyenlOségiinkbol gow(vz) = (/)W(v)gawv(z) is kovetkezik. Mas szoval, tetszleges v, z€ T*- hoz létezik
olyan u = ¢ (2) € V", hogy ¢ (vz)=¢ (Vu teljesiil. Tehat ¢ is kezdBszelet tart6. Azt kaptuk tehat,
hogy tetszéleges w e T esetén ¢,, 1s automata leképezés. TetszOleges w e T" esetén a ¢,, automata
leképezést a tovabbiakban a ¢ leképezés dllapotanak fogjuk hivni. Legyen Q,=1p, |we T és
definidljuk az 4,= (Qw, TV,p,dp f (/)) Mealy-automatét igy, hogy minden ¢ €0, a€T esetén
d¢(¢w, a)= Poa S ¢(¢ » a)= gow(a). A tételhez azt kell még megmutatni, hogy Ay automata a ¢ leképezést
indukalja.

Mivel az iires sz0 az egyetlen olyan szo, melynek hossza nulla, a ¢ hossztarté volta
miatt ¢(1)=/ Igy tekintettel arra, hogy az iires sz6 mint bemendé szo hatisira egy Mealy-
automata kimend szoként definicid szerint az iires szot adja ki, f ¢(¢ v A= =2) teljesiilni
fog. Most legyen w=a;-a, egy nem iires bemend sz6, ahol a; ...,a,ET tetszOleges
bemend jelek. Az A, automata definicioja értelmében, valamint amiatt, hogy tetszdleges
ueT* szora Ju=u fennall, d(qoi, w)= d(go/l, ay-ay) = Paiaay” Prap-an =~ PaParay ™ Pap-a
Ekkor azonban, ugyancsak az Ay automata definicidja alapjan
(ko = f(p(wﬁ’ W) = f(p((p)f al an) = f(p(([’l’ al)f(p((plll’ a2) f(p((oal---an_l,an) = ¢A(al)(pal(a2) ¢a1---an_1(an) =
=g /l(a V94 1(az) goal...an_l(an) =¢(Dp /l(a 1)%1(612) goal...an_l(an) = ¢la)y, 1(az) “ Qapea, l(a,,) =

= ¢(/1a1a2)(pala2(a3) goal...an_l(an) = - =glla; -+ ay) = gla; - a,) = ¢lw).

Viszont épp ezt kellett bizonyitani. Q.E.D.

Nyilvanvalo, hogy ha egy automata leképezés egy véges inicialis automataval indukalhato, akkor
ennek az automata leképezésnek legfeljebb annyi allapota lehet mint az &6t indukalo véges
automatdnak. Masrészt az is vilagos, hogy a Raney tételének bizonyitdsdban szerepld 4, automata
véges, ha a bemend és kimend jelhalmazok végessége mellett a tekintett ¢ automata leképezés véges
allapott. fgy a kovetkez6 allitashoz jutunk.

1. Kovetkezmény. Egy véges halmaz feletti monoidot egy véges halmaz feletti monoidba képezd
automata leképezés akkor és csakis akkor indukalhatd véges automatdban, ha allapotainak szama
véges.

2. Megjegyzés. Egy ¢: T"— V* automata leképezés indukdlhat6 a kovetkezé Mealy-automatdval is:
A" =TT, v,2,d° f%), ahol tetszbleges we T* a € T parra d"(w, @) = wa, f*(w, @)= > ¢(wa) (ahol
> glwa) a plwa) utolsé betiijét jeloli).

Az Ay automatat a ¢ automata leképezéshez tartozé also automatanak, az A” automatat pedig a
@ automata leképezéshez tartozo felsé automatanak hivjuk. Vilagos, hogy a fels6 automata mindig
végtelen allapotu.

Egy inicialis automatat inicidlisan osszefiiggonek hivunk, ha a kezdéallapotabol minden allapotba visz
it bemend szo6. Képletben, az A=(Q, T, V, iy d, f) inicialis Mealy automata inicialisan dsszefiiggd,
ha minden g € Q allapothoz létezik olyan w € T* bemend sz6, hogy d(qo, w)=gq, azaz a 9, allapotbol

indulva a w sz6t feldolgozva az automata a g allapotba jut. (Megjegyezziik, hogy w= A valasztassal ez
a kezddallapotra mindig fennall.) Nyilvanvald, hogy egy automata leképezéshez tartozo also és felsd
automatak inicialisan 6sszefliggbek. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kdvetkez6 tételt.

10. Tétel. Ha A tetsz6leges olyan inicidlisan 0sszefliggd automata, amely a ¢ leképezést indukalja,

akkor az 4 automata az A” fels6 automaténak allapothomomorfképe, s ugyanekkor az 4, als6 automata
pedig A- nak allapothomomorf képe.

3. Megjegyzés. Egy ¢ automata leképezés elballitasanal felhasznalt automatak koziil a hozza
tartoz6 alsd automata a lehetd leggazdasagosabb, a hozza tartozé felsé automata pedig a lehetd
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leggazdasagtalanabb. Igy az optimalis eléallitasnal a ¢ automata leképezéshez tartozé alsé automatét
kell elallitani. Ez igy azonban csupan elméleti eredmény, mivel adott w, v € T* parra altaliban nehéz
ellendrizni, hogy fennall-e a ¢ = ¢ egyenldség.

11. Tétel. Tetszdleges T halmazra T* sszes dSnmagaba torténd automata leképezéseinek K ; halmaza
a leképezések szokasos szorzasara nézve monoidot, azaz egységelemes félcsoportot alkot.

4. Megjegyzés. Egy A=(Q,T,V,qd, f) altal indukalt leképezésnek a B=(Q\ T' V' g, d", f")
automata altal indukalt leképezéssel vald szorzasa értelmezhetd, ha V' < T Ezt a szorzat-leképezést a B
automata indukalja, ha B'=(0* Q' T, V", (g, ¢), d", /") alaku, ahol tetszdleges (¢, )€ 0x 0\ aET

parra d'(q, ¢"), @) =(d(q, ), dq", f(g, @) és f'(q, q), @)= f(q', f(g, @). A B' automatat az 4 automata

crer

12. Tétel. Egy T halmaz feletti 7" monoid 6sszes Snmagaba torténd, véges automatak altal indukéalhaté
leképezéseinek L halmaza a leképezések szokdsos szorzasara nézve részfélcsoportot alkot a K
félcsoportban.

13. Tétel. TetszSleges T halmazra az T* dsszes dnmagaba torténd bijektiv automata leképezéseinek
Az halmaza a leképezések szokasos szorzasara nézve részcsoportot alkot a K félcsoportban.

14. Tétel. Egy T halmaz feletti 7" monoid 6sszes Snmagaba torténd, véges automatak altal indukalhaté
bijektiv leképezéseinek G halmaza a leképezések szokasos szorzasara nézve részcsoportot alkot a
K7 félcsoportban és az A csoportban.

Egy S félcsoport generdtorrendszerén értjik S- beli elemek egy H részhalmazat, ha S minden
eleme eldall H - beli elemek szorzataként. H minimdlis generatorrendszere, vagy mas néven bdzisa

S- nek, ha amellett hogy S- nek generatorrendszere, tetszéleges #€ H mellett H \{h} mar nem
generatorrendszere S - nek. Hasonloan, egy G csoport generdatorrendszerén értjik G - beli elemek egy
H részhalmazat, ha G minden eleme el6all olyan szorzatként, melynek minden tényezdje vagy egy
H - beli elem, vagy pedig egy H - beli elem inverze. Ugyanligy mint félcsoportok esetén, H minimdlis
generatorrendszere, vagy mas néven bdzisa G- nek, ha amellett hogy G- nek generatorrendszere,

tetsz6leges 1 € H mellett H \{h} mar nem generéatorrendszere G- nek. (Az itt szerepld S és G betiik
az angol group (=csoport), illetve semi-group szavak kezddbetiii, a generativ nyelvtanoknal szerepld
S, illetve G- vel val6 azonossaguk csak a véletlen miive!)

Nem nehéz belatni, hogy ha T egy egyelemii halmaz vagy T az iires halmaz, akkor K7, L, A7, G
mindegyike egy elemii. {gy ebben az esetben mindegyiknek Snmaga a bazisa. Ha T legalabb két elemii,
akkor érvényes a kovetkezd allitas.

15. Tétel. Egy legalabb két elemii 7 halmaz esetén K- nek és Ly - nek nincs bazisa.
Nyitott kérdés, hogy van-e bazisa Ay - nek, illetve G- nek egy legalabb két elemii 7" halmaz esetén.

Végiil megjegyezziik, hogy Moore-automata esetén az atmeneti és jelfiiggvények kiterjesztése
hasonloképp torténik mint Mealy-automata esetén. Legyen 4A=(Q, T, V, d, g) tetsz8leges Moore-
automata. A d:0xT — Q és a g:Q— V fliggvények értelmezését kiterjesztjiik O x T*- ra, illetve
O" - ra a kovetkezé definicioval:

Legyenek d:QxT*— Q", g:0"— V* Gigy definidlva, hogy tetszéleges g€ Q ¢és ay, ...,a, €T
esetén alljanak fenn a

d(q, a- an) =4q,4,
ésa

g(ql"'qn):bl"'bn
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Osszefiiggések, ahol q,= d(q, ap, ..., q,= d(qn_l, ay), illetve b= g(ql), vy b= g(q}) Emellett legyen
d(g, 2)= g, g) = 1. Ekkor a ¢ allapot altal indukalt ¢, leképezésre 9 () =g(2) =1, illetve tetszbleges
ap ...,an€T-1e goq(al @y = g(q1 ~-q,), aholis q,= d(g, ay, q,= d(ql, @), ....q,= d(qn_l, a,). Késébb
latni fogjuk, hogy minden inicialis Mealy-automataval indukalhaté automata leképezés indukalhato
inicialis Moore-automataval is. S6t az is igaz, hogy ha egy automata leképezés véges inicialis
Mealy automataval indukalhatd, akkor indukalhaté véges inicidlis Moore-automataval is. Igy a
fejezetben targyaltak Moore-automatakra ugyanigy érvényben maradnak. Az atmeneti fliggvény
természetesen kiterjeszthetd kimendjel nélkiili automata esetén is. Nevezetesen, ugyaniugy mint
Moore-automata esetén, egy A=(Q, T, d) tetszéleges kimendjel nélkiili automatira a d:QOxT — Q
fliggvény értelmezését gy terjesztjiik ki Ox T™- ra, hogy d:OxT*— Q- t a kovetkezSképp
definialjuk: Legyen d: Qx I — Q" Gigy definialva, hogy tetszéleges g € Q és ay ...,a, €T esetén
alljanak fenn a

d(g, a- a,) = 4,74

n

osszefliggések, ahol ¢, = d(q, a)), ..., q,=dlg,_, a,). Emellett legyen d(g, 1) = g. Ekkor a ¢ allapot ltal
indukalt ¢, leképezésre ¢ ()=2, illetve tetszbleges ay, ..., a, €T - e g (a;a)=q,q, aholis
q,= d(g, ay), q,= d(ql, @, ....q,= a’(qn_l, a,).

Mint kordbban megjegyeztik, egy A=(0,T,d) kimendjel nélkiili automatat szokas olyan
A=(O, T, V,d, f) Mealy-automatanak tekinteni, ahol V=0 és f =d. Ez a kiterjesztett atmeneti
és kimeneti fiiggvényekre csak korlatozottan érvényes. Nevezetesen, ha w € T* nem fiires, akkor a
kiterjesztett kimeneti fiiggvényt is ugy értelmezziik, hogy f(g, w)=d(g, w), g € Q. Az iires sz6 esetén
viszont a kiterjesztett d&tmeneti és kimeneti fiiggvényeket ebben az esetben (tehategy A=(Q, T, O, d, f)
Mealy automatanak tekintett 4=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automatak esetén) igy definialjuk, hogy
d(q, 2)=q és f(g, )= A minden q € Q- ra. Ekkor egy 4=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén
egy g€ Q allapot altal indukalt Py leképezés alatt értjiikk azt a Py 0" — 0" leképezést, melyre

tetsz8leges w € T™ esetén

goq(w) =d(g, w), haw#/,

9 W=7 haw=.

A kimendjel nélkiili automatak altal indukalt automata leképezések specidlis automata leképezések,

s nem minden (Mealy- vagy Moore-féle automataval indukalhat6) automata leképezés indukalhato
véges automataval.

4.7. példa - Automataleképezések

Legyen A= ({qo, ¢ a, bl a, b, dy d, f) egy inicialis Mealy-automata, ahol
d(qo, a)=d(g, a)= dy a’(qo, b=dlg b=gq, f (qO, a)=flga=7f (qo, b)=a, f(g,b)=b. Ekkor
?q O(aababb) =aaaaab, amihez akarhogy is szerkesztiink meg egy inicidlis kimendjel nélkiili
B=(Q\T, Py d") automatat, g po(aababb) # aaaaab fog teljesiilni. Tehat valoban, nem minden automata

leképezés indukalhatd kimendjel nélkiili automataval. [

4.5. Redukalt automata. Véges determinisztikus
automatak minimalizalasa

Az eloz6 fejezetben lattuk, hogy tetszéleges automata alfabetikus leképezések egy sokasagat
indukalja. (Minden allapot indukal egy alfabetikus leképezést, melyek koziil egyesek egybeeshetnek.)
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Jelolje F A={goq|q€ O egy A=(Q,T,V,d, f) altal indukalt leképezések sokasagat. Egy ilyen
sokasdgot az A automata adltal indukalt leképezések csaladjanak is fogunk hivni. Eldéfordulhat,
hogy p, g€ O, p#q és mégis 0y=9g Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha egy F

leképezés csaladhoz sikeriil mar olyan A automatat taldlnunk, melyre F,=F teljesiil, hogyan
tudjuk helyettesiteni 4- t egy ugyanilyen tulajdonsagli, de minimalis allapotszamu 4, automatéval.
(Természetesen ennek a dolognak akkor van igazan értelme, ha az allapothalmaz véges.) Definidljunk
egy A=(0, T, V,d, f) Mealy-automata allapothalmazin egy y relaciot: gp P 0=0, (azaz

qQop < f(g, w)= f(p,w) minden w bemend széra). Konnyen beldthatd, hogy az igy definialt @ y

relacié kongruencia, s raadasul a g s hoz tartozé C 4 kompatibilis osztdlyozas maximadlis abban az

értelemben, hogy minden mas kompatibilis osztalyozas C 4- nak finomitdsa. Ezesetben C - t az 4

automatdhoz tartoz6 maximalis kompatibilis osztalyozasnak is hivjuk, az 4 / [ faktorautomatat pedig

az A -hoz tartozé redukalt automatdnak mondjuk. Altalaban, egy 4=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatat

redukaltnak neveziink, ha tetszéleges p, g € O par esetén po 4= PrP=4q

Ehhez két fontos megjegyzésiink van:

5. Megjegyzés.

1. Egy automatéhoz tartozé redukalt automata a legkisebb allapotszammal (illetve végtelen automatak
esetén a legkisebb szdmossagu allapothalmazzal) biré olyan automata, amely ugyanazt a leképezés

csaladot allitja el6, mint az illetd automata.

2. Egy automata akkor és csak akkor redukalt, ha Q- izomorf sajat magaval.

Egy A4 automata minimalizalasan az 4- hoz tartozd A, redukalt automata megszerkesztését értjiik.
Ebben a vonatkozasban az 4, redukalt automatat minimdlisnak hivjuk. A kovetkezd, véges automatak

minimalizalasara szolgald algoritmus D. D. Aufenkamp és F. E. Hohn nevéhez fiizddik.

4.5.1. Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus

Egy véges A=(Q, T, V, d, f) automata esetén az 4 redukalt automatéhoz ugy jutunk el, hogy a

Vp,qEQ:(pQch»‘v’wET*:f(p,w):f(q,w))

(azaz minden p, g € Q par esetén pQ Y akkor és csak akkor, ha f(p, w)= f(q, w) barmely we T*

esetén fennall) relacidhoz tartozd C , osztalyozast osztalyozasok egy Cy, C», ... sorozatin keresztiil

szerkesztjiik meg, melyeket a kovetkezéképp definidlunk:

WV p,qeQ:(Clpl=Clgl=VacT: f(p,a= flg,a)

(azaz minden p, g € Q parra a Cy osztalyozas szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztélyba,

ha ugyanazon bemend jelre ugyanazon kimendjellel reagalnak);

(ii) ha i > 1akkor C; [pl= C;  [gl = Clpl=ClglésV ae T : Cld(p, d)l= Cld(g, )

(Azaz ha i>1, ugy a C,;, osztalyozis szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztalyba, ha
egyrészt mar C; szerint is egy osztalyba esnek, masrészt pedig minden bemend jel hatdséra egy és

ugyanazon C; szerinti osztalyba mennek at.)

El8szor megszerkesztjiik a O allapothalmaz C, szerinti osztilyait, mikoris pontosan akkor tartozik
két allapot egy osztalyba, amikor minden egyes bemend jel hatasara ugyanazt a kimendjelet adjak
ki. (Lasd (i).) Ezutan minden egyes m > 1- re megszerkesztjik a C,, szerinti osztalyokat egészen
addig, mig C,, = C,,,, teljesiil. Latni fogjuk, hogy ilyen m létezik, s nagysaga legfeljebb| Q|- 1. Igazolni
fogjuk, hogy ez a C,, osztalyozas épp a O maximalis kompatibilis osztalyozasa. Ezutdn a redukalt
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automata megszerkesztése van csak hatra, melynek szerkezete A / Cn=(CpT,V,dc w ) ), ahol
m

minden C,lql€ Cpp, a €T~ re dc,(Cplgl @)= C,ld(g, a)} illetve f Cm(C gl @)= (g, ). Specialisan,

ha az eredeti automata inicialis volt, és a kezd6 allapota 9, volt, akkor a redukalt automata is valaszthatd

inicilisnak, éspedig gy, hogy a kezdballapotat C, m[qo]— nak valasztjuk.

4.5.2. Kiegészités az Aufenkamp-Hohn minimalizacios
algoritmushoz

Ha a célunk nem az automatahoz tartozé (redukalt) minimalis allapotszamu automata, hanem csupan
a (pqo- t indukal6 minimalis inicialis automata meghatrozasa, akkor ehhez az A=(Q, T, V, dy d, )
minimalizdlandé automata helyett annak a kezddallapotbol elérhetd allapotok altal meghatarozott,
azaz a Q'={> d(qo, w)|w€E T*} Allapothalmazzal rendelkezd A'=(Q' T, V, 4 d. f ") inicialisan
Osszefiiggd allapot-részautomatajat minimalizaljuk. (Emlékeztetoil: a > d(qo, w)E Q" sz6 utolso
betiijét jelenti.) A - bol el nem érhetd allapotok ugyanis nem jatszanak szerepet a ?q,
leképezés indukalasaban (az Osszes qy- bol elérheté allapot viszont igen). Mivel A végessége
miatt ekkor a kezddallapotbol csak azok az éllapotok érhet8k el, melyek legfeljebb |Ql-1

hosszusagu szavakkal elérhetdk, a Q allapothalmaz Q' részhalmaza algoritmikusan meghatarozhato.
Erre a kovetkez6 modszer kinalkozik: Legyen elészor QO={q0}. Ezutan minden i>1- re legyen

Ql,+1 ={g|3q'€ Qf a€T:d(q', a)=q}. Ha valamely i > 1- re elérjiik, hogy Ql.: Qi+1’ akkor Q'= Ql.

Nyilvan az ilyen i- re i <|QI- 1 teljesiil.

Most meg fogjuk mutatni, hogy az algoritmus és a kiegészitd megjegyzésiink korrekt. Ervényesek a
kovetkez6 megallapitasok:

1. Segédtétel. Tetszdleges p, g € Q pérra és i > 1 természetes szamra C{pl= C[g] akkor és csak akkor
all fenn, ha minden - nél nem hosszabb w € T* bemené széra f(p, w)= (g, w).

Bizonyitas. Elészor azt igazoljuk, hogy tetszéleges p, ¢ € Q parra és i>1 természetes szamra
Clpl=Clgl- nek kovetkezménye, hogy minden i- nél nem hosszabb we& X* bemend szora
f(p, w)= f(g, w). Allitasunkat teljes indukcioval fogjuk igazolni.

Ha i =1, akkor egy i- nél nem hosszabb sz6 vagy az iires sz0, vagy a bemend jelhalmaz egy ecleme.
Az iires széra f(p)= A minden p € Q par esetén fennall, tehat f(p, 1)= f(g, 2= 2) akkor is igaz, ha
specilisan C|[p]l= C|[g] valamely p, g € Q- ra. Amennyiben viszont a€ T és C{pl=C|ql akkor

srr

Tegyiik fel most, hogy valamely i>1- re igaz az allitds. Mutassuk meg, hogy ekkor i+1- re
is igaz. El8szor észrevessziik, hogy minden olyan p, g € Q parra, melyre C;, [pl=C;,|g] fennall,
definiciénk értelmében Clpl=Clql is igaz. Ekkor viszont az indukcids feltevésiink miatt minden
olyan w € T*- ra, melyre w nem hosszabb i- nél, f(p, w)= f(g, w). Azt kell tehét csak belatnunk,
hogy amennyiben egy w sz6 hossza i + 1, akkor minden olyan p, g € Q parra, melyre C;, [pl= C;, [q]
fennall a d(p, w)=d(q, w) egyenldség. Igen am, de ekkor w eldall w=av alakban, ahol a €T, s
ugyanekkor vE T* pedig i hosszisagh. Ekkor tehat f(p, w)= f(p, av)= f(p, & f(d(p, @), v), illetve
flg,w)= (g, av) = f(q, @) fd(q, @), v). C;; [p]= C;, [q] fennéllasa mellett C|[pl= C gl is igaz, amib8l
S(p, @)= flg, a) kdvetkezik (lasd i = 1 eset). Mésrészt C;, [pl= C;; [g] definici6 szerint azt is jelenti,
hogy minden a€ T esetén Cld(p, a)l=Cld(g, a)l Viszont az indukcids feltevésiink értelmében
ekkor minden i hossziisagn ve T* széra f(d(p, a),v)= f(d(q, a),v). Ehhez figyelembe véve az
elébb megallapitott f(p, a)= (g, a) egyenldséget, fenndll az f(p, a) f(d(p, ), v) = f(q, a) f(d(q, @), V)
egyenldség is, ami épp azt jelenti, hogy f(p, av)= f(g,av). Ez viszont w=av értelmében az
f(p,w)= f(g, w) egyenldséghez vezet.
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Most azt tegyiik fel, hogy adott p, g € Q és i > I mellett f(p, w)= f(g, w) teljesiil minden w € T*, |w|< i
feltételnek eleget tevd bemend szora. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy ekkor Clpl= Clgl

Ha i=1¢és minden a € T - re (azaz minden w e T™,|w|=1- re) f(p, @)= f(q, @), akkor C{[pl=C|q]
definicio szerint teljesiil. Tegyiik fel ezutan indukcios feltevésként, hogy valamely rogzitett i > 1- re
valahanyszor egy p, ¢ € O parra f(p, w)= f(g, w) minden |w|<i- nek eleget tevé w € T* bemené sz6
esetén fenndll, mindannyiszor C{pl= CJql Legyen ezutdn minden i+ 1- nél nem hosszabb nem iires
w € T" bemend sz6 esetén f(p, w)= f(g, w). Ekkor w=av, ahola € T ésv € T", ahol|v|<i. Ez tébbek
kozott azt jelenti, hogy minden a € T - re és i - nél nem hosszabb v e T*- ra f(d(p, a), v) = f(d(g, @), v).
Indukeios feltevésiink értelmében igy Cld(p, a)l= Cld(g, @)ltetszdleges a € T esetén teljesiil. Masrészt
ha f(p, w)= f(g, w) minden i+ 1- nél nem hosszabb w, vE T* bemend széra teljesiil, ugy teljesiil
minden i- nél nem hosszabb bemend szora is. Ez viszont indukeids feltevésiink miatt C[pl= Clgl-
t eredményezi. Ezt dsszevetve azzal, hogy Cld(p, a)l= Cld(q, o] tetszéleges a € T esetén teljesil,
definici6 szerint kapjuk, hogy C;, [pl= C;, gl Ezzel az allitast igazoltuk. Q.E.D.

2. Segédtétel. Ha valamely m > 1 természetes szamra C,,= C, ., akkor minden j, k > m természetes
szamparra C ;= C.

Bizonyitds.  Allitasunkhoz nyilvan elég igazolni, hogy ha C,=C,., akkor C,.=C,.>
Legyen tehat valamely m>1 természetes szamra C,=C,.;, s legyen valamely p,g€Q
allapotparra C,,, [pl= C,,, [gl Ekkor viszont definicié szerint tetsz8leges a€ T - re teljesiilni fog a
Culd(p, dl= C,ld(g, @] egyenl8ség. Viszont Cp, = C,,, miatt igy C,,. [d(p, @]=C,,, [d(g, a)]is fenn
fog allni. Ez viszont a feltételezett C,,, [pl= C,,, [q] egyenlbséggel egyiitt azt fogja definicid szerint
eredményezni, hogy C,,..lpl=C,, gl Vagyis azt kaptuk, hogy ha C,,=C,,.;, akor minden olyan
P, q € Q parra, melyre C,,, [pl=C,. [q) fennall C,,,,[pl=C,, gl is. Ez pedig pontosan azt jelenti,
hogy C,,+1= C,,1p Q.E.D.

Most igazoljuk, hogy az Aufenkamp-Hohn féle algoritmus valoban korrekt.

16. Tétel. Az Aufenkamp-Hohn féle algoritmus véges sok 1épésben minimalis redukalt automatat
allit eld.

Bizonyitas. Ha Cy szerint minden éllapot egy osztdlyba esik, akkor minden éllapot egy és ugyanazon
kimendjellel reagél egy és ugyanazon bemend jelre. Ekkor C; = C, nyilvanvald. Ez esetben tehat a 2.
Segédtétel értelmében a minimalis automata egyetlen allapottal fog rendelkezni, s egy-egy bemend
jelre ez a redukalt automata egy és ugynazon kimendjelet adja ki, mint az eredeti automata barmelyik
allapota.

Tegyiik fel most, hogy |C,|> 1. Ha C;= C,, akkor m= 1és ismét a C, a kivant maximalis kongruencia
osztalyozas. Ellenkez6 esetben C, - nek legaldbb eggyel tobb osztalyt kell tartalmaznia mint C - nek,
vagyis legalabb harom osztalyt. Ezt folytatva lesz egy egyre finomodé osztalyozas rendszeriink, ahol
minden egyes osztalyozas legalabb eggyel tobb osztalyt fog tartalmazni mint az el6z6. Tekintettel
arra, hogy feltételeztiik | C;|> 1- t, tovabba figyelembe véve, hogy legfeljebb | Q| szamu osztalya lehet
egy-egy osztalyozasnak (hisz egy adott osztalyozasnal minden osztalynak kell legalabb egy Q- beli
elemet tartalmaznia), azt kapjuk, hogy lesz olyan m <|Q|- 1, melyre C,,= C,,. Valoban, ha vesziink
valamely m > 1- re egy egyre finomodo olyan osztélyozas rendszert, melyre C; 2> C, D -+ D C,, akkor
ha C|- nek legalabb két, C,- ek legaldbb harom, ..., C,,- nek legalabb m+ 1 eleme van és dsszesen
| Ol szam1 allapotunk van (vagyis legfeljebb | Q| szamu osztélya lehet egy-egy osztalyozasnak), akkor
m+ 1<| Q| fennallasa azt is jelenti, hogy m <| Q|- 1. igy viszont valoban lesz olyan m <| Q|- 1, mikoris
Cp=C,4p ami a 2. Segédtétel értelmében azt is jelenti, hogy teszéleges i>m- re C;=C,, Ez
azonban az 1. Segédtétel miatt azt is eredményezi, hogy teszéleges olyan p, ¢ € QO éallapotparra, melyre
C,lpl=C,lql teljesiilni fog a f(p, w)= f(g, w) egyenlbség, akarmilyen hosszi is a tekintett w € T*
bemend sz6. Ezzel belattuk, hogy C,, egy kongruencia osztalyozas, aholis m <| Q|- 1.

Be kell még latnunk, hogy C,, valéban maximalis kongruencia osztalyozas, vagyis ha két allapot nem
tartozik C,, szerint egy osztalyba, akkor az altaluk indukalt leképezések kiilonbozdek. Legyen p, g € O
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két allapot, mely C,, szerint nem tartozik egy osztalyba. Ha mér C| szerint sem tartoznak egy osztlyba,
akkor valamely a € T- re f(p, a) # (g, @) és akkor valdban igaz, hogy ?p # Py Ellenkez6 esetben
van egy maximalis k <m, hogy Cilpl=Clql am C,,[pl# C;, gl Ekkor viszont a 1. Megallapitas
alapjan van legalabb egy olyan k+ 1 hossziisagi w € T sz6, hogy d(p, w)# d(g, w). (Nevezetesen,
minden k+1- nél rovidebb we T* szora Cilpl=C,lgl miatt f(p, w)= f(g, w), mésrészrdl pedig
Ciilpl# Cpy gl miatt van legalabb egy olyan k+1- nél nem hosszabb we&T* sz6, melyre

F(p, w)# f(g, w). A két allitas egyiittes fennalldsa azt jelenti, hogy f(p, w)# f(g, w) legalabb egy k+ 1
hosszu szora teljesiil.)

Be kell még latnunk azt is hogy a kiegészitdé megjegyzésiink is korrekt. A fentiek alapjan az is igaz,
hogy ha az A4 automata inicialis és kezddallapota iy akkor a redukalt automatat is valaszthatjuk

inicialisnak oly moédon, hogy kezddallapotanak a Cm[qo] osztalyt valasztjuk. Ez az osztaly is a ?q,
leképezést fogja a redukalt automataban indukalni ugyantgy, mint ahogy a qy 2 9q, leképezést
indukalja 4- ban.

Ha egy inicidlis 4=(Q, T, V, 4y d, f) véges automatahoz keressiik azt a minimalis automatat, mely
94, tindukdlja, elészor célszerii a Q allapothalmaz 0" = lq'€ 0lq'= > dlg, w), w € T"} részhalmazit
meghatarozni, s azutan a Q' allapothalmaz altal meghatarozott A4' inicialis allapot-részautomatat
minimalizalni. Vildgos ugyanis, hogy ez az A' inicialis allapot-részautomata ugyancsak a 9q4"
t indukalja, azaz 4- ban a Q\ Q'- beli, azaz az y- bél el nem érheté allapotok ugyanis 94,
indukalasaban nem jatszanak szerepet. Jelolje B a A- hoz tartozo inicialis redukalt automatat, B' pedig
a A'- hoz tartozo inicialis redukalt automatat. Vilagos, hogy B' ugyanugy a 40" t fogja indukalni,
mint B. Mivel Q' részhalmaza a O- nak, az is vilagos, hogy a B' dllapothalmaza részhalmaza a B
allapothalmazanak. igy ha 0, jeldlia B, tovabba O, jeldli a B allapothalmazit, | O,1<|0 |

Esetleg lehet olyan qEQ\Q' allapotunk, melyre goq&E{q)qu'EQ'}. Ekkor azonban |Q'B|<|QBL
vagyis ilyen esetben B nem egy minimalis, 94, leképezést indukald automata. Tehat valoban, egy
94, leképezést indukald minimalis automata keresésénel célszer(i elészor a vizsgalt A inicialisan

Osszefiiggd allapot részautomatajat meghatarozni, majd az Aufenkamp-Hohn féle algoritmust erre az
inicialis allapot részautomatara alkalmazni.

Kérdés még, hogy a Q' meghatarozasahoz javasolt algoritmusunk korrekt-e. Az vilagos, hogy minden
i>1l-rea Ql_ halmaz definici6 szerint a qy- bol legfeljebb i hosszusagu szavakkal elérhetd allapotok

halmaza. igy azt kell csak kimutatnunk, hogy ha egy allapot q,- bol elérhetd, akkor elérhetd | OI- 1-

nél nem hosszabb bemend szoval is.

Tetszbleges w,v,u€T" esetén > dlg,wv)=>d(q, w) mellett > dlg,wvu)= > dlg,wu)
nyilvan fennall. fgy ha valamely g€ Q éllapothoz van olyan w' sz6, hogy > d(qo, w)=g,
akkor w' megvalaszhatd ugy, hogy barmely két kiilonbozd w'",w" €T kezdbszeletére
> d(qo, w") £ > d(qo, w") teljesiiljon. Ekkor viszont w' hossza legfeljebb |Ql- 1 lehet, kiilonben az
ismétlédés elkeriilhetetlen. Igy megvizsgalva azt, hogy melyek azok az allapotok, melyek elérheték
a kezdéallapotbol legfeljebb | Q|- 1 hossza széval, megkapjuk O'- t. Az is vilagos, hogy ha valamely
k<|Ql-1-rea ' bol legfeljebb k hosszl szoval elérhetd allapotok Qk halmaza egybeesik a 94" bol
legfeljebb k + 1 hosszu szdval elérhetd allapotok halmazaval, ugy a ' bol elérhetd Osszes allapotok
halmaza Qk- val megegyezik. Valoban, ha a legfeljebb £ hosszli bemend szavakkal ugyanazokat az

allapotokat érjiik el mint a legfeljebb k£ + 1 hosszu szavakkal, akkor minden /> 0- ra a legfeljebb k&
hosszi hosszll bemend szavakkal ugyanazokat az allapotokat érjiik el mint a legfeljebb k+/, azaz
barmilyen hosszli szavakkal. Az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmushoz vett kiegészitd
megjegyzésiink tehat ugyancsak korrekt. Q.E.D.
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4.8. példa - Mealy-automata minimalizalasa 1.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az

A=({ar,aza3,asas,a6},{x,y}, {uv,w},df)
Mealy-automatahoz tartozo 4y minimalis allapotszamt automatat!

A a ay az ay as ag

X (az,u) (a1,w) (a1,u) (as,w) (a4,u) (asz,u)

y (a3,v) (a2,v) (a4,v) (a4,v) (a3,v) (az,v)
Megoldas:

(1) A feladat megoldasanak els6 1épéseként kiillonbdz6 osztalyokba fogjuk sorolni az
A automata belsé allapotait. A kiinduld oszalyokban két allapot akkor és csak akkor
esik egy osztalyba, ha ugyanarra a bemend jelre ugyanazzal a kimendjellel reagalnak.

Jelen esetben:

Ci={ay,a3,as,a6},{az as}.

Ezek utan a Cj;1-edik osztalyozas esetén két allapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C;-edik osztalyozas esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatasara azonos
C;-beli osztalyban talalhato allapotokba mennek at. Az osztalyozas
véget ér, amennyiben C;/=Cj;| valamely i>1 esetén.

Jelen esetben:

Cy={a1.as},{az,ae}, {as,as}.

G={ai.as}, {as}, {ac}, {ar.as}.

Cy={ay,as}, {as}, {ac}, {az,aa}.

Mivel C3=Cy, ezért az osztalyozas véget ért. A Cj osztalyait

jeloljik valamely 1j bettivel, példaul b-vel:
bi={ay,as},by={as},b3={ac},bs={asr as}.

(I.) Készitsiik el az 4 automataval ekvivalens, minimalis allapotszamu 4, automatat,

mely allapothalmazat az osztalyozas és az 0j jel6lés bevezetése utan kapott b; betiik alkotjak,

- a bemend- és kimendjeleinek halmaza megegyezik az A automata megfeleld jeleinek halmazaval,
- az atmenetfiiggvényét megkapjuk ugy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztalybeli allapotok
az adott bemend jel hatasara mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A automata esetén

- és végiil az aktudlis b; osztalyhoz tartoz6 kimendjelet megkapjuk, ha megnézziik,
hogy az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatasara mely
kimendjelet szolgaltattak az A automata mitkddése kozben.

Jelen esetben:

Ao=({b1,02,03,b4}, {x,y}, (w,v,w),d" f).

AO b1 bz b3 b4
x (ba,u) (b1,u) (b,u) (b1, w)
y (b2,v) (bg,v) (bg,v) (bs,v)
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4.9. példa - Mealy-automata minimalizalasa 2.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az
A=({ay,az,a3,a4,a5,a6,a7}, {x,y}, {u,y,w},d f)

Mealy-automatahoz tartozo 4y minimalis allapotszamt automatat!

A a a as ay as ae ar
x (az,w) (az,w) (az,w) (a7,w) (agw) (as,w) (as,w)
y (ag,u) (az,v) (ag,u) (az,v) (ag,u) (as,v) (az,u)
Megoldas:
(L)
C={ay.a3,as,a7},{aza4,a6} .
Cy={ay,a3,as,a7},{aza4},{as}.
C3: {al’a3’a7}) {a5}, {a2,614}, {aﬁ} .
C4={ay,az,az},{as}, {azas}, {as}.
bi={ay,a3,a7},ba={as},b3={aza4},b4=1{ae}.
(IL)
Ao=({b1,02,03,b4}, {x,y}, (w, v, w),d".[).
AO b1 bz b3 b4
X (b3r W) (b4r W) (b],W) (b2» W)
y (b3,u) (b3,u) (b3,v) (b2,v)
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4.10. példa - Mealy-automata minimalizalasa 3.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az

A=({ar,aza3,as,as},{x,y.z},{uv}.df)
Mealy-automatahoz tartozo 4y minimalis allapotszamt automatat!

A a ap az ay as
x (az,u) (az,v) (az,u) (as,v) (as,v)
y (ag,u) (az,u) (ai,u) (a3,u) (a3,u)
z (as,v) (as,u) (a1,v) (as,u) (az,u)
Megoldas:
1)
Ci={a.a3}, {ar,asas}.
Cr={a1},{az}.{az.as{as}.
G={a1},{as}, {ar, as{as}.
bi={a1},by={a3},b3={aza4.as}.
(L)
Ao=({b1,b2. b3}, {x. .z}, (u,v).d'f).
AO bl b2 b3
x (b3,u) (b3,u) (b3,v)
y (b3,u) (b1,u) (bo,u)
z (b3,v) (b1,v) (b3,u)
O
4.11. példa - Mealy-automata minimalizalasa 4.feladat
Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizaciés algoritmus segitségével az
A=({ay,ar,a3,a4,as,a¢,a7,a8}, {x,y},{u,v},df)
Mealy-automatahoz tartoz6 4y minimalis allapotszamt automatat!
A a a as ay as ae ar as
x (agu) | (a3v) | (agu) | (anv) | (agu) | (asu) | (a3v) (as,v)
y (a2v) | (aLu) | (azu) | (a2V) (az,v) (av) | (agu) | (azv)
Megoldas:

(1)

Ci={ay,as,a6},{aza7},{as}, {as,ag}.
Cy={ay,as,ae},{az,a7},{as}, {as}, {as}.
C3={ay,as}, {as}, {az, a7}, {as}, {as}, {as}.
Cy={ar.as},{as}, {az}, {a7}, {as}, {aq}, {as}.

Cs={a1},{as}, {ae}, {az}, {a7}, {as}, {aa}, {ag}.

Ebben az esetben - mivel a Cs osztalyozas esetén minden a; allapot kiilon osztalyba esik, -
az A automata mar minimalis, igy tovabb nem minimalizalhatd, azaz 4g=A4. O
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4.5.3. Aufenkamp-Hohn féle minimalizacios algoritmus
Moore-automatakhoz adaptalt valtozata

Megjegyezziik eldszor, hogy ha egy Moore-automatat Mealy-automatanak tekintiink,
minimalizaljuk, az eredmény nem feltétleniil lesz Moore-féle automata (lasd Mealy és Moore
automatak homomorfizmusa). Ha az 4=(Q, T, V,d, g) Moore-automatahoz azt a minimalis
allapotszamti Moore-féle automatat akarjuk meghatdrozni, mely ugyanazt a leképezési csaladot
indukalja, mint az eredeti Moore-automata, akkor az Aufenkamp-Hohn féle algoritmust egy kicsit

modositanunk kell.

Egy véges A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata esetén az A4, redukalt Moore-automatéhoz igy jutunk

el, hogy definidlunk egy kongruencia relaciot a kovetkezoképpen:
Vpq€Q:ppgeVay,...,a, €T glp - p)=glg,q,),
P= d(p, ay), py= d(pl, a), ..., p,= d(pn_l, a),

q,=dq, a),q,=dq a), ...,q,=dlq_,a,)

azaz minden , g € ar esetén 0 akkor és csak akkor,
pq p pe 4
a( P pn) = g(q1 qn) fenndll minden olyan Py s Ppdyp -4, € O esetén, melyekre

P~ d(p, ay, Py= d(pl, a), ..., p,= d(pn_l, a,), q,= d(g, ay, q,= d(ql, a), ..., q,= d(qn_l, a)
valamely ay, ..., a, € T bemend jelek esetén).

Ekkor a p y relacidhoz tartozd C, osztalyozast osztalyozasok egy C, C,, ... sorozatan keresztiil

szerkesztjilk meg, melyeket a kovetkezéképp definialunk:

) VpqgeQ:(Clpl=ClgeVacT:gp)=gy)

(azaz minden p, g € Q parra a Cy osztalyozas szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztélyba,

ha ugyanaz az allapotjeliik);

(ii) ha i > 1akkor C;y [pl= C; gl = Clpl=ClglésV ae T : Cld(p, @)= Cld(g, )l

(Azaz ha i>1, akkor amint a Mealy-automataknal, a C;,; osztdlyozds szerint p és g akkor és csak
akkor esnek egy osztalyba, ha egyrészt mar C; szerint is egy osztalyba esnek, masrészt pedig minden

bemend jel hatdsara egy és ugyanazon C; szerinti osztalyba mennek at.)

A tovabbiakban formailag a Moore-automatakra adaptalt Aufenkamp-Hohn féle eljaras csaknem
teljesen megegyezik a Mealy-automataknal targyaltakkal. E16szor megszerkesztjiik a O allapothalmaz
C, szerinti osztalyait, mikoris pontosan akkor tartozik két allapot egy osztalyba, amikor ugyanaz
az allapotjeliik. (Lasd (i) pont, fentebb.) Ezutdan minden egyes m > 1- re megszerkesztjiik a C,,
szerinti osztalyokat egészen addig, mig C,, = C,,,, teljesiil. Ugyanigy mint Mealy-automatak esetén,

ilyen m 1étezik, s nagysaga legfeljebb |Ql|-1 Ez a C,, osztalyozas épp a Q (Moore-valtozati)
maximalis kompatibilis osztalyozasa. Ezutan a Moore-féle redukalt automata megszerkesztése van

csak hatra, melynek szerkezete A / Cn=(C,, T,V, dc,, gcm), aholis minden C,lgl€ C,, aET- re

de,(Culgl @)= C,ld(q, )} illetve gcm(C gD = g(g). Speciélisan, ha az eredeti automata inicialis volt,

és a kezd6 allapota 4, volt, akkor a redukalt automata is valaszthatd inicialisnak, éspedig ugy, hogy

a kezdéallapotat Cplq - nak valasztjuk.
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4.5.4. Kiegészités az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios
algoritmus Moore-automatakhoz adaptalt valtozatahoz

Ha a célunk nem az automatdhoz tartozé (redukalt) minimalis allapotszamu Moore-automata,
hanem csupan az a 9q4" t indukalé minimdlis inicidlis Moore-automata meghatarozasa,
akkor ehhez az A=(Q, T, V, 4y d, g) minimalizilando automata helyett annak a kezdéallapotbol
elérhetd allapotok 4ltal meghatdrozott, azaz a Q' =1>>d(g, w)|w € T"} allapothalmazzal rendelkezd
A=(Q\ T, V, iy d', g") inicialisan Osszefiiggé allapot-részautomatajat minimalizaljuk. A - bol el
nem érhet6 allapotok ugyanis nem jatszanak szerepet a 94, leképezés indukalasaban (az 6sszes qy- bol

elérhet6 allapot viszont igen). Mivel 4 végessége miatt ekkor a kezdéallapotbol csak azok az allapotok
érhetok el, melyek legfeljebb| Q|- 1hosszusagh szavakkal elérhetdk, a Q 4llapothalmaz Q' részhalmaza
algoritmikusan meghatarozhat6. Erre ugyanaz a mddszer kinalkozik mint Mealy-automatak esetén:
Legyen el6szor 0,= {qo}. Ezutan minden i>1- re legyen Ql. " ={gldq'e Q,acT: d(g, a)=g}. Ha

valamely i > 1- re elérjiik, hogy 0.=0 akkor Q'= 0, Nyilvén az ilyen i- re i <|QI- 1 teljesil.

i+
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4.12. példa - Moore-automata minimalizalasa 1.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az

A=({ay,aya3,a4,as,a6}, {x,y}, {u,vw},d.g)
Moore-automatahoz tartozé 4o minimalis allapotszamu automatat!

u v u u w w
A ay a as ay as dg
X ag aj ag a aj as
y ap as ag ay (27 as

Megoldas:

(1) A feladat megoldasanak els6 1épéseként kiilonbozo osztalyokba fogjuk sorolni az
A automata belsé allapotait. A kiinduld oszalyokban két allapot akkor és csak akkor
esik egy osztalyba, ha ugyanarra a bemend jelre ugyanazzal a kimendjellel reagalnak.

Jelen esetben:

Ci1={a1,a3,a4},{az}, {as, a6}

Ezek utan a Cjj-edik osztalyozas esetén két allapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C-edik osztalyozas esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatasara azonos
Ci-beli osztalyban talalhato allapotokba mennek at. Az osztalyozas
véget ér, amennyiben C;/=Cj| valamely >1 esetén.

Jelen esetben:

Cy={aras}, (a2}, {as}, {as,ae}.

G={aias}, {az}. {as}. {as}. {ac}.

Cs={aras}, {az}. {as}. {as}, {ac}.

Mivel C3=Cy, ezért az osztalyozas véget ért. A Cz osztalyait

jeloljik valamely 1) bettivel, példaul b-vel:

bi={ay,as},by={az},b3={as},bs={as},bs={as}.

(II.) Készitsiik el az A automataval ekvivalens, minimalis allapotszamil 4 automatat,

mely allapothalmazat az osztalyozas és az 1j jelolés bevezetése utan kapott b; betiik alkotjak,

- a bemend- és kimendjeleinek halmaza megegyezik az A automata megfeleld jeleinek halmazaval,
- az atmenetfiiggvényét megkapjuk ugy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztalybeli allapotok
az adott bemend jel hatdsara mely b; osztalybeli allapotokba mentek 4t az A automata esetén

- és végiil az aktualis b; osztalyhoz tartozo kimendjelet megkapjuk, ha megnézziik,

hogy az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatasara mely

kimendjelet szolgaltattdk az 4 automata mitkodése kozben.

Jelen esetben:

Ao=({b1,b2,03,b4,b5}, {x,y},(u,vuw),d'g.

u 14 u w w

Ay by by b3 by bs
x b b b by b3

y by bs bs bs b4
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4.13. példa - Moore-automata minimalizalasa 2.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az

A=({ar,aza3asas},{x,y},{uv}.d.g)
Moore-automatahoz tartozé 4o minimalis allapotszamu automatat!

u v v u u
A a a a3 ay as
X @ as as a a3
y as as a as ay
Megoldas:
L)
Ci1={ai,as.as},{azaz}.
Cy={ay,as}, {as}, {az,a3}.
C3={ay,as}, {as}, {az,a3}.
bi={ay,as},ba={as},b3={ay as}.
(IL)
Ao=(1b1,b2,b3}, ix.y},(u,v),d"g").
u u v
AO by b, b3
X b3 b3 b2
y bl b3 b3
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4.14. példa - Moore-automata minimalizalasa 3.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével az

A=({ar,aza3,asas},{x,y.z}, {u,ww},d,g)
Moore-automatahoz tartozoé 4o minimalis allapotszamu automatat!

u v v w w
A a ap as ay as
X a ay ay ap as
y as as as as as
ai as as as ay

Megoldas:

@)

Ci={a1},{az, a3}, {aq.as}.
Cy={a1},{ar, a3}, {as,as}.
bi={a},by={aya3},b3={as,as}.
(I1)

Ao=({b1,b2, b3}, {x,y.z}, (w,vw),d",g").

u v w

Ay by by bs
X by by by
y b3 b3 by
z by by b3

O

4.5.5. Minimalizacios algoritmus kimendjel nélkiili
automatakra

Tetszbleges A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén valamely ¢ € Q 4llapot és nem iires w
bemend sz6 esetén a kimend szot d(g, w)- vel azonositottuk. Ha a bemend sz6 az iires szo6, akkor
viszont kimend szonak ugyancsak az iires szot tekintettiik minden allapotra vonatkozdéan, mint a
Mealy-automataknal.

Ezek szerint egy egymastol kiilonbozo p, g € O allapotpar nem tartozhat egy osztalyba, ha valamely
(nem feltétlen kiilonbozd) r, s € Q allapotparra és a, b€ T bemend jelekre d(r, a)= p és d(s, b) =g
Masképp mondva, két p, g € O allapot csak gy tartozhat egy osztalyba, ha egyrészt minden a € 7T -
re d(p, a)=d(q, a), masrészt legalabb egy r €{p, ¢}- ra akarhogy is adjuk meg az s€ Q, a€ T part,
dls, @) #r.

Igy az Aufenkamp-Hohn féle minimalizacids algoritmus helyett kimendjel nélkiili automatakra a
kovetkez6 algoritmust alkalmazzuk:

Egy véges A=(Q, T,d) kimendjel nélkiili automata esetén az A, redukalt kimendjel nélkiili
automatdhoz is ugy jutunk el, hogy eldszor képezziik a QO egy olyan Q0 részhalmazat, mely tartalmaz

minden olyan ¢ € Q allapotot, melyhez van olyan p € O, a € T, hogy d(p, a) = q. Vezessiik be tovabba
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aCy= Q\ QO jelolést. Mindaddig, mig valamely i > 0- ra C; iires nem lesz, hajtsuk végre a kovetkez6

algoritmust:

Tegytik fel, hogy valamely i >0- ra 0, és C; adottak. Legyen valamely tetszlegesen rogzitett r € C; -
re Ql.+1= Ql.U{r}. Eutan C,, - t C;- bél ugy képezziik, hogy C; elemei koziil elhagyunk minden

olyan 7' € C; elemet, melyhez van olyan p € Q. , hogy tetszdleges a € T mellett d(r, a) = d(p, a). Ha

ey
C; 1= @, akkor készen vagyunk, kiilonben néveljiik eggyel i értékét, s ismételjiik meg az el6z6 1¢pést.

Vilagos, hogy QO végessége miatt ez az eljaras véges lépésben valamely i>0- ra véget ér, s az
is konnyen igazolhatd, hogy a fenti algoritmus végén minden ¢ € Q- hoz tartozik pontosan egy
olyan p€ Ql_ o7 hogy tetszéleges a € T mellett d(g, a) = d(p, a). Ekkor megkapjuk a B=(Q' T, d")
kimendjel nélkiili automatat, ahol Q'= Ql. - ésd'=d IQ,xT mellett B olyan (kimendjel nélkiili) allapot
részautomataja lesz A- nak, hogy minden ¢ € Q- hoz talalhat6 olyan p € Q' hogy tetszéleges ac T

mellett d(g, a) = d(p, a). Ez a B kimendjel nélkiili automata lesz az 4 kimendjel nélkiili automatéhoz
tartozo6 redukalt automata.

4.5.6. Kiegeszités a minimalizacios algoritmus kimendjel
nélkiili automatakra ismertetett valtozatahoz

Ha a célunk nem a kimendjel nélkiili automatéhoz tartozo (redukalt) minimalis allapotszamu kimendjel
nélkiili automata, hanem csupan az a 940" t indukalé minimalis inicialis kimendjel nélkiili automata

meghatarozasa, akkor ehhez az 4A=(Q, T, dy d) minimalizaland6 kimenéjel nélkiili automata helyett
annak a kezdé allapotbol elérhetd allapotok altal meghatarozott, azaz a Q'=1>>d(g, w)|weE T
allapothalmazzal rendelkez8 4=(Q\ T, dy d") inicialisan osszefliggd (kimendjel nélkiili) allapot-
részautomatajat minimalizaljuk. A qy- bdl el nem érhetd allapotok ugyanis most sem jatszanak
szerepet a ?q, leképezés indukalasaban (az 0sszes 9y- bol elérhetd allapotok viszont igen). Mivel 4

végessége miatt ekkor a kezdéallapotbol csak azok az allapotok érhetdk el, melyek legfeljebb [QI- 1
hosszlsagu szavakkal elérhetdk, a O allapothalmaz Q' részhalmaza algoritmikusan meghatarozhato.
Erre itt is a kovetkezd modszer kinalkozik: Legyen el8szér Q= {qo}. Ezutdn minden i>1- re
legyen Q.. ={q|3¢'€Q, a€T:dlg, a)=¢}. Ha valamely i>1- re elérjik, hogy 0,=Q, , akkor
0'=0. Nyilvan az ilyen i- re i <|Q|-1 teljesiil. A 95" bol elérheté minden ¢' € Q' allapot nyilvan
rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy alkalmas p € Q' a € T pérra d(p, a) = ¢" igy ha 4, is elérhet6
6nmagabol, akkor A' egy minimalis, 40" t indukalé automata lesz. Ugyancsak az lesz, ha minden
q€c Q'\{qo} esetén van olyan a € T, melyre d(qo, a) # d(g, a). Ellenkezd esetben valamely g € Q'- re
d(q, a)=d(q0, @) minden a € T- re fennall, tovabbé tetsz6leges (az iires szotol kiilonbozé) we T
bemend sz6 esetén d(qo, w);ﬁzqo semmilyen z € O esetén sem. Ha van olyan w€ T (iires szotol

kiilonboz6) bemend sz6, hogy d(g, w) = zq valamely z € Q*- ra, akkor vilagos, hogy A'ismét redukalt
automata lesz. Ellenkezd esetben amellett, hogy az ¢, q,€ O parra d(g, @)= d(qo, a),a€ T fennill,
> dlg, wlwe N gy 9= D ési>dlgwwe N {9y ¢ = D isteljesiil. Vilagos hogy ebben
azesetbenad"(p, a)=d(p,a), pe Q’\{qo}, a € T atmeneti fiiggvénnyel definialt B = (Q’\{qo}, T,q,d"
egy olyan minimalis allapotszamu inicialis kimendjel nélkiili automata lesz, melynek g € Q'\{qo}
kezddallapota pont 40" t indukalja.

Csak megemlitjiik itt, hogy hasonlé modszerrel minimalizalhatdbak a Rabin-Scott (felismerd-)
automatak is (részleteket lasd Véges determinisztikus elfogadd automatak minimalizalasa fejezetben).
Ezesetben, az Aufenkamp-Hohn algoritmus elsé osztilyozo 1épésében két csoportot képziink,
mégpedig a végallapotok, illetve a tobbi allapot halmazat.
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4.6. Automatak ekvivalenciaja, Gill tétele

A koz6s T, V halmazokkal biré 4=(Q, T, V, d, f) és A'=(Q', T, V, d', /") automaték p€ Q és g€ Q"
allapotait egymassal ekvivalens 4llapotoknak mondjuk (jelekben: p=g¢), ha p és ¢q az 4, illetve
B automataban ugyanazt a leképezést indukalja, azaz Ppa=Pop Magukat az 4 és B automatakat

ekvivalenseknek nevezziik, ha barmelyikiik barmely allapotdhoz van a masiknak ezzel az allapottal
ekvivalens allapota, azaz I ;= F p. Specidlisan, két inicialis automatat akkor mondunk ekvivalensnek,
ha kezddallapotaik ekvivalensek egymassal.

17. Tétel. TetszOleges 4 automataval ekvivalens automatak M halmazaban létezik olyan Q-
izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatarozott A' automata, amely barmely M - beli automatanak
Q- homomorf képe. 4'- ként valaszthaté barmely M - beli automatahoz tartozo redukalt automata.

Mint mar korabban lattuk, egy Moore-automata tekinthetd specialis Mealy-automatanak. Az elmélet
kiépitése folyaman fontos szerepet tolt be Arthur Gill (ejtsd: gill, zsill) kdvetkez6é eredménye, mely
azt igazolja, hogy informacio atalakitas szempontjabol a két automata fogalom ekvivalens.

18. Tétel. (Gill tétele) Barmely Mealy-automatahoz létezik vele ekvivalens Moore-automata.
Emellett, ha a Mealy-automata véges, akkor a hozza megkonstrualt, vele ekvivalens Moore-automata
is valaszthat6 végesnek.

Bizonyitas. Legyen A=(Q, T, V,d, f) tetsz6leges Mealy-automata. Egy vele ekvivalens Moore-
automatat a kdvetkezoképp konstrualhatunk meg:

Legyen A'=(Q' T, V,d', f, ahol O'= QU Qx T, tovabba tetszéleges ¢'€ Q', a € T pérra
d(q,a)=(¢'adhaq'€Q,

d(q, a)=(d(g, a), @) haq'=(q,a)EOXT,

f(q"a)=flg a)haqg'€Q,

1, @)= fld(g, a), a) haq'=(q,a) € OxT.

Mutassuk  meg, hogy minden ¢gEQ,wET" esetétn  f(g w)=f(gw). Nyilvan
elegendd nem iires szavakra szoritkoznunk. Legyen tehat ap ...an€T

¢s  tekintsik a  ¢q,=d¢a)q,=dq,a), ....q =dq ,a,)  alapotokhoz  a
b= flq a), b= flg, @), ....,by=fg . @) kimenSjeleket. Viligos, hogy ekkor definicio
szerint (g, a;-a)=by b, Masrészrol, d' és I definicioja alapjan
d\q, a)=(q, a)), d\(q, ap), ay) = (dlq, a)), ) = (g, ay), d(q, ay), az) =(dlq , @)), a) = (g, a3, illetve
fq, a)=fq,a)=b, (g, a), ay)= fdg, a), a) = f(q ’ a)=b,, fgq ’ ay), ay) =

= fld(q ’ ay), ay) = f (qz, a)=by ..., f '((qn_z, a, ), ap) = f1 (d(qn_z, a, ), ap = f (qn_l, a,) = b, Azt kaptuk
tehat, hogy minden g € Q- ra és w e T*- ra f(g, w)= f(g w). Igy minden 4- beli llapothoz létezik
vele ekvivalens A4'- beli allapot. Természetesen az is igaz, hogy 4' minden 4- ba esé allapotahoz
van vele ekvivalens 4- beli allapot. 4 és A' ekvivalencidjahoz azt kell még megmutatnunk, hogy az
A' minden Q x T - beli allapotahoz is van az 4 automatanak vele ekvivalens allapota. Ehhez legyen
(g, @) € O x T. Mutassuk meg, hogy 4' ezen allapota ekvivalens az 4 automata d(q, a) allapotaval, azaz

(g, @), w) = f(d(g, @), w) minden w € T* mellett fennall. Nyilvan most is elegendd nem iires szavakra
szoritkoznunk. Legyen tehat a;, ...a, € T.

Ekkor, az elébb kapott f(g, a,-a,)= f'q, a, - a,) egyenldség fennélldsanak igazolaséhoz hasonlan
bizonyithato, hogy flg, aa,-a,)= g, aa, a,). Viszont f(q, aa,a,) = flq, @) f(d(q, @), a,ay,)
¢ fYq, aay+ap)= = flg,a)f(d\q, a), a,~a,) definicio szerint fennall. d' definiciéja szerint
dlq,a=(qa), igy [(q aa,~ap)=flgaf(q a),a - a,). Masrészt f' definicidja értelmében
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fq, @)= f(gq,a). Mivel két kimené sz6 pontosan akkor egyezik meg, ha betiirdl-
betlire megegyezik, fg,a)=f(qa é flg aa;a)=f(q aa;~a,) teljesiilése ekkor
g, aa,a,) = flg,df(dq, ), a,a,) é (g aa,a,)= flg,a)f(q,a),a,a,) miatt azt jelenti,
hogy f(d(g, @), a,-a,)= (g, ), a,-a,). Ezzel kimutattuk, hogy az 4 automata d(g, @) 4llapota

ekvivalens az A4' automata (g, a) allapotaval. Tehat, valoban, az 4 automata ekvivalens az A'
automataval.

A tételhez azt fogjuk még igazolni, hogy A' tekinthetd Moore-automatdnak. Legyen g: Q'— V
tetsz6leges olyan leképezés, melyre minden (g, a) € Q x T esetén g((q, a") = f(g, ). ( g(q) értéke g€ O
mellett tehat Iényegtelen azon tilmenden, hogy egy rogzitett V- beli elemnek kell lennie.) Ekkor
tetszOleges ¢ € Q,a € T parra f(g, @)= f(q, a), ahol (g, @) =d'g, ). Mindemellett ha (¢, a) € QO x T,
gy minden a€T- re g, a), a)= fldg,a),a), ahol (dlg,a),a)=d(q,a),a). Tehit g:Q0—V
specialis megvalasztasaval kaptuk, hogy minden ¢ € Q', a € T parra f (g, a) = g(d'(g, @)). A'igy valoban
Moore-automata. (Erdekességként megjegyezziik, hogy glg) értékére g € Q esetén annyit kellett csak
kikotni, hogy egy tetszdlegesen rogzitett V' - beli elem legyen.)

Végiil, ha 4 véges, akkor Q, T, V rendre véges halmazok. Ekkor viszont Q'=QU Q x T is véges, ami
( T és V végessége mellett) azt jelenti, hogy A' véges. Ezzel a tételt teljesen bebizonyitottuk. Q.E.D.

6. Megjegyzés. Gill tétele lehetdvé teszi, hogy bizonyos kérdésekben csupan Moore-automatikra
szoritkozzunk, hiszen a tétel azt fejezi ki, hogy méar Moore-automatakkal eléallithatok mindazok
a leképezések, amelyek elddllithatok az éltalanosabb Mealy-automatakkal. Masrészt azt is meg
kell jegyezniink, hogy a Moore-automatak osztilya szdmos fontos konstrukciéra nézve nem
zart (dllapothomomorf kép képzése, redukalt automata meghatdrozasa, stb.). Emiatt mégsem
szoritkozhatunk minden vizsgalatnal csak a Moore-automaték osztalyara. Végiil megjegyezziik azt is,
hogy hasonl6 konstrukcioval igazolhato Gill tétele inicialis automatékra is.

4.7. Automatak analizise és szintézise

Az automatak és az automata leképezések kapcsolatat illetden két ellentétes kérdés fogalmazhaté meg:
I. Ha adva van egy inicialis automata, meghatarozando az altata indukalt leképezés (analizis);

II. Ha adva van egy inicialis automata leképezés, meghatarozand6 legalabb egy olyan inicialis
automata, amely ezt a leképezést indukalja (szintézis).

A szintézis feladata nem egyértelmii ugyan, de egyértelmiivé teheté a minimalizalas feladataval.
Az analizis ¢és szintézis feladata csak akkor fogalmazhaté meg egzakt mdodon, ha megallapodunk
abban, hogy mit értiink automata és automata leképezés megadasan. Véges automatat példaul
tablazattal adunk meg. Véges automata leképezések megadasa altalaban problémat jelent a végtelen
értelmezési tartomény miatt. Bizonyos esetekben viszont kozonséges modon is lehetséges. gy példaul
T={a}, V=1b, ¢} mellett a 21— 1, a"—bcr1 n>1 kifejezésekkel nyilvan egy automata leképezést
adtunk meg. Az analizis és szintézis probléma ebben a megfogalmazasban tul altalanos. Ezért ezt a
két feladatot csak véges automatakra fogalmazzuk meg pontosabban. Ezzel kapcsolatban egy tovabbi
probléma is fellép:

0. Meg kell adnunk a véges automatak altal indukalhaté automata leképezéseknek az automataktol
figgetlen leirasat. Mas szdval, keresniink kell olyan irasmodot, amelyben el tudjuk donteni, hogy
valamely, ebben az irasmdodban megadott automata leképezés indukalhato-e véges automataval vagy
sem. Ezek utan véges automatakra az analizis és szintézis problémaja igy fogalmazhatd meg:

I'. Barmely adott véges automata esetén meg kell tudnunk adni a szoban forgd irasmodban azt a
leképezést, amelyet az automata indukal;

IT'. Ha ebben az irassmdédban meg van adva egy véges automata altal indukalhat6 leképezés, akkor meg
kell tudnunk adni legalabb egy olyan automatat, mely ezt a leképezést indukalja és allapothalmaza
véges.
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Egy olyan leképezés megadasi modszer, mely eleget tesz a 0.,1.",I1." feltételeknek, el6szor S. C. Kleene
talalt 1956-ban, bevezetve a regularis kifejezés fogalmat (Regularis kifejezések). Ennek megfelelden
az automatak szintézisét és analizisét véges elfogadd automatakra tesszilk meg a regularis nyelvek
fejezetben.

4.8. Egyéb véges automatak

Az automataelméleti fejezet zardsaként roviden bemutatunk néhany tovabbi véges automata fajtat.

4.8.1. Iranyithato automatak

Vegyiink egy tirszondat, ami a Hold koriil kering, ennek kovetkeztében idonként elveszitjikk vele a
kapcsolatot. A miitholdat egy véges allapothi rendszernek tekintve, ha tudjuk milyen allapotban van,
akkor megfeleld input jeleket kiildve neki mi iranyitjuk. Amikor viszont nincs kapcsolatunk vele, nincs
ellendérzésiink alatt, igy nem tudjuk hogy milyen allapotba keriil. Az ilyen esetekre kindlnak megoldast
az iranyithat6 automatak.

6. Definicié. Az A=(Q, V, d) automatat irdnyithatonak vagy szinkronizalhatonak neveztiik, ha van
olyan u € ¥V bemené sz6 és q € Q 4llapot, hogy minden p € Q 4llapot esetén d(p, u) = zg, ahol z € Q"
Azilyen u sz60t az 4 automata iranyitd vagy szinkronizald szavanak, ¢ - t pedig az 4 automata iranyitott
vagy szinkronizalt allapotanak nevezziik. [

Tehat, visszatérve az lirszondankra, mindig amikor felvessziik vele kapcsolatot el3szor egy iranyitd
sz6t kiildiink neki, és ezutan tudjuk vele elvégeztetni a kivant tevékenységeket. Természetesen az egyik
kézenfekvé megoldas, ha pl. egy adott jelre (egybetiis iranyitdszora) az automata iranyitott allapotba
keriil, masrészt viszont, ha limitalt abécével kommunikalunk, nem biztos hogy érdemes egy betiit erre
a célra fenntartani.

Jan Cerny (ejtsd: csernyi) 1964-ben irt dolgozatiban fogalmazta meg kovetkezd sejtését az irdnyithato
automatakrol.

1. Sejtés. Ha egy n allapott automata iranyithatd, akkor a legrovidebb szinkronizald szavanak hossza

nem t6bb, mint (- g

A Cerny sejtés az automaték algebrai elméletének egyik legrégebbi megoldatlan problémaja.

4.8.2. Automata tobb kezdéallapottal

Az Tlresszavas atmeneteket is megengedve konnyen belathaté, hogy az automata ugyanazt a
nyelvosztalyt fogadja el, akkor is ha tobb kezddallapotot engediink meg. A kdvetkezé modszerrel
egyszeriien konstrualhatunk egy kezddallapottal rendelkezd iiresszavas atmenetes véges automatat,
amely ugyanazt a nyelvet fogadja el, mint az eredeti tobb kezd6allapottal rendelkezé automatank.

Legyen(Q, 1, T, d, F) adott, ahol Q az allapotok véges halmaza, I < Q a kezdballapotok halmaza, T az
input abécé, d az atmenetfliggvény, F pedig a végallapotok halmaza. Vegyiink fel egy uj 4, allapotot,

amely nem eleme a Q- nak. Legyen Q'=QU {qo} ¢és legyen a d' szarmaztatva a d- bdl oly modon,
hogy a d atmenetein kiviil legyen benne 95" bol atmenet az iiressz6 hatdsara minden g € I allapotba.

Ekkor a (Q', dy T, d', F) automata megfelel az allitdsunknak: pontosan ugyanazt a nyelvet fogadja el,
mint az eredeti és pontosan egy kezddallapottal rendelkezik.

4.8.3. Atlatszobetiis felismerd automata

A felismerd automatidnak az atlatszobetiis valtozatat, melynek elfogadoereje joval talmutat a
korabban ismertetett felismerd automataén 2010-ben Friedrich Otto és Nagy Benedek vezették be.
A hagyomanyos automatanak ebben a kiterjesztésében minden allapotra megadhatunk a 7 bemend
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abécének egy olyan részhalmazat, amit az automata az adott allapotban nem lat. Az inputszalagon
igy az automata az elsé nem atlatszo betiit olvassa (torli), ami igy nem biztos, hogy a legels6 betii.
Az olvasott betiinek megfelel6 atmenet utani allapotban mas betlik lehetnek atlatszoak, igy lehetdség
van az el6z6 allapotban nem latott - akar a torolt betlit megel6zo - betiik elolvasasara is. Az automata
mindig az adott allapotban latszo6 legelso betiit tudja olvasni, ily moédon nem feltétlentil a hagyomanyos
balrél jobbra sorrendben feldolgozva az inputot.

7. Definicié. Atlatszobetiis (nemdeterminisztikus) felismerd automatanak nevezzik az
A=(0, 1, T, $,t d, F) rendezett hetest, ahol Q az allapotok véges halmaza, 7 < Q a kezddallapotok
halmaza, T az inputdbécé, $ & T a szalagvége jel, t: O — 2T atlatszosagi fuiggvény, d: Ox T — 2€az
allapot-atmenetfiiggvény, F < Q pedig a végallapotok halmaza. Minden g € Q éllapotra a #g)- ban
szerepld betlik atlatszoak, az automata ebben az allapotban ezeket a betiiket nem latja. [J

Az automata mitkodése a kovetkezd: eldszor nemdeterminisztikusan véalasztunk egy ¢ € I allapotot. A
kezddkonfiguracio: (g, w8 ). Legyenw=aa, ... ayaholn> 1, ésay, a,, ..., a, € T.Ekkor megkeressiik
az elsé olyan betlit balrdl amely nem atlatszo az adott allapotban, legyen w=uav olyan, hogy
agdqy), ue(l(qo))*. Ekkor a d(g, a)- bol nemdeterminisztikusan valasztunk egy ¢' éllapotot és a

kovetkezé konfiguracio (¢, uv$) lesz. Ha dlq, a)= &, akkor az automata megall anélkiil hogy

elfogadna. Ha we (t(qo))*, akkor az automata a $ szimbolumot latja és megall. Haa gép a $ jelet

latja, és az aktualis allapot végallapot, akkor elfogadja az inputot.
4.15. példa - Atlatszébetiis elfogad6 automata

Az {a, b, ¢} 4bécé felett azokat a szavakat tartalmazé nyelv elfogadisa, amelyekben az a- k, a
b- k és a c- k szama megegyezik pl. a kovetkezd atlatszobetlis felismerd automatiaval megy:

({qo’ qp 4y qz}’ {qo}’ {a, b, ¢, $,1,4d, {q3}), ahol t(qO) =1{b, c}, t(ql) ={q, c}, t(q2)= {a, b}, t(q3 = és
d(q, d=1q ), dlq, b)=1q,}, dlq, I=1q; g,, minden mas esetben a d értéke az iires halmaz. [

A jegyzetben a késGbbiekben nemvéges (de végesen definialhato, illetve leirhatd) automatakrol is lesz
$Z0.

4.9. Irodalmi megjegyzések

Az elfogaddautomatakkal kapcsolatos alapmunka [Rabin, Scott 1959]. Az automatak elméletével
kapcsolatos részletes jegyzet magyarul a 3 kotetes [Pedak 1988,1989,1990]. Az automataclmélettel
kapcsolatos tovabbi részletes jegyzet [Babcsanyi 2007]. Az automatak elméletének egy jelenleg
is aktiv kutatdsi irdnya az automatahaldzatok vizsgalata, lasd pl. [Domdsi, Nehaniv 2005]. Az
atlatszobetlis véges automatakrol és ezek kiterjesztéseirdl, pl. atlatszobetlis veremautomatarol stb.,
és ezek tulajdonsagairdl részletesen olvashatunk a [Nagy, Otto 2010a, 2010b, 2010c, 2011a, 2011b]
cikkekben.
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5. fejezet - Regularis nyelvek

A regularis nyelvek alkotjdk a Chomsky-féle hierarchia legkisebb osztalyat. Ezzel a nyelvosztallyal
kapcsolatosan szdmos elméleti eredmény ismert, és ezek a nyelvek a gyakorlatban is szamos helyen
alkalmazhatoak.

Emlékeztet6iil, egy nyelvtanrdl akkor mondjuk, hogy reguléris, ha minden egyes szabalya A—uB vagy
A— u alakt (ahol 4, BE N, uc T7).

Elséként azt a barkiben felmeriil6 kérdést tisztazzuk, hogy mi a véges és a regularis nyelvek viszonya.

19. Tétel. Minden véges nyelv regularis.

Bizonyitds. Legyen L={wy, ...,w,} véges nyelv (megadhatjuk az elemeinek felsorolasaval)
valamilyen T abécé felett, ekkor a G=(S}, T, S,{S —w; | w, € L}) nyelvtan pont L- et generélja.
Masrészt G minden szabalyara igaz, hogy a jobboldalon csak terminalisok szerepel(het)nek, igy G
regularis.

A kovetkezd egyszerti példa azt mutatja, hogy vannak végtelen regularis nyelvek is:
5.1. példa - Végtelen regularis nyelv

Legyen G =({S}, {a}, S, {S — aaS, S — aa}). Ekkor a generalt nyelv L=1{a2" | n>1.0
2. Kévetkezmény. A véges nyelvek halmaza valodi része a regularis nyelvek halmazanak.

A regularis nyelvtanok esetén levezetéseket nagyon egyszeri, csucscimkézett fagrafokkal tudjuk
reprezentalni: A kiindulo gyokércsucs cimkéje az S mondatszimbolum. Egy 4 nemterminalis cimkéjii
csucsbol, ha arra mar alkalmaztunk egy 4— ay...q; B megfeleld levezetési szabalyt ( k>0 a
szabalyban szerepld termindlisok szama, k =0 esetben 4 — B a szabaly alakja), k+ 1 ¢l indul, és
a gyerekcsucsok cimkéje balrdl jobbra haladva ay, ..., q;, valamint B. Ha a levélelemek kozt van
nemterminalis cimkéjli, akkor a fa egy még be nem fejezett levezetést abrazol, ilyenkor pontosan
egy nemterminalis cimkéjii levélcstics van. Ha nincs nemterminalis cimkéjii levél, akkor az abrazolt
levezetés befejezett (terminald). A terminalis cimkéjii csucsok levélelemei minden levezetési fanak.

A mondatformat, illetve a levezetett szot megkapjuk, ha a levelek cimkéit balrdl jobbra haladva
elolvassuk.

5.1. Normalformak a regularis nyelvtanokhoz

srer

terminalis bekeriilhet a mondatforméba, vagyis a szabalyok jobb oldaldnak hosszara nem adtunk
korlatot. Most megmutatjuk, hogy minden regularis nyelv generalhatd specidlisabb formdaja
nyelvtanokkal is.

8. Definicié. Egy regularis nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy gyenge normalformaban van, ha minden
szabalyara teljesiil az alabbi alakok egyike: A —aB, A— B, A—a, A— A(ahol 4, BEN,a€T ). 0O

20. Tétel. Minden regularis nyelv generalhaté gyenge normalformaju regularis nyelvtannal.

Bizonyitas Legyen adva G=(N, T, S, H) regularis nyelvtan. Ez alapjan fogjuk elésziteni a
G'=(N', T, S, H) nyelvtant, hogy a generalt nyelv ne véltozzon meg, de H' csak olyan alaku
szabalyokat tartalmazzon, amikben maximum egy terminalis szerepel. Az eredeti definicioban
megengedett, hogy egynél tobb terminalis szerepeljen egy szabaly jobboldaldn, ezeket kell
helyettesiteniink a normalformanak eleget tevd szabalyok sorozataival. Vegyiik sorra tehat a H
szabalyait:
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Regularis nyelvek

Ha az aktualis szabalyra teljesiil az A — aB, A— B, A— a, A— J alakok egyike, akkor 6t valtoztatas
nélkiil masoljuk at H - bol, H'- be. Ha az aktualis szabalyra nem teljesiil a fenti alakok egyike sem,
akkor a kdvetkezo két eset lehetséges:

- a szabély alakja A — a;...a; (k> 1 ay, ..., a, € T) . Ekkor vegyiik fel az N' halmazba, az eddig még
nem szereplé X, ..., X;_; nemterminalisokat, és az aktualis szabaly helyett a H'- be vegyiik fel a
A— ale, X] i azXQ) ey Xk—2 g ak_le_l, Xk—l —a; szabélyokat.

- a szabaly alakja A > a,...q;B (k>1,a}, ...,a; € T) . Ekkor vegyiik fel az N' halmazba, az eddig
még nem szerepld Xy, ..., X;_; nemterminalisokat, és az aktudlis szabdly helyett a /'~ be vegyiik fel
ad—aX, X1— aX,, ..., X1 — a; B szabéalyokat.

Majd tekintsiik ugyanilyen eljaras soran a kovtekezo szabalyt H - bol.

Az eljarasunk végén G' gyenge normalformaji regularis nyelvtan lesz, tovabba benne minden
ujonnan bevezetett nemterminalis pontosan két szabalyban szerepel, egyszer a jobb oldalon, egyszer
a baloldalon. Ha egy olyan szabalyt alkalmazunk, aminek a jobb oldalan 0j ( N - ben nem szerepld)
nemterminalis van, akkor a levezetés csak ugy folytatodhat, ha azt a szabalyt alkalmazzuk, ahol ez
a nemterminalis van a bal oldalon... Ily modon végig kell alkalmaznunk az eredetileg alkalmazott
szabalyt helyettesitd lanc szabalyait. Ennek alapjan indukcidval belathatd, hogy a G és a G' altal
generalt nyelv megegyezik. Q.E.D.

A o

s

el6; mikozben a levélelemek szama €s sorrendje nem valtozik.

Az el6z6 normalforma tovabb alakithatd. Az 4 — A alaku szabalyok kikiiszobdlhetdek az Uresszo-
lemmaénal bizonyitott médon (Uresszo-lemma). Igy elérhetd, hogy vagy ( A- mentes nyelv esetén)
egyaltalan nem fordul el6 olyan szabély, aminek jobboldala az iires szo, vagy (ha a nyelvben szerepel
az iires sz0, akkor) csak az S — A szabalyban fordul eld, mikozben S nem szerepel egyik szabaly jobb
oldalan sem (ahol S a mondatszimbolum).

Tekintsiik most a nyelv iiresszomentes részét, ennek megfeleléen nem hasznalunk 4 — A alak
szabalyt egyaltalan. Megmutatjuk, hogy az 4— B alaku, ugynevezett lancszabalyoktol (vagy
nemterminalis atnevezésektdl) is meg tudunk szabadulni.

9. Definicié. Egy regularis nyelvtanrol azt mondjuk, hogy erés normalformaban van, ha minden
szabalyara teljesiil az alabbi alakok egyike: 4— aB, A— a (ahol 4, BEN,a€T).[J

21. Tétel. Minden regularis nyelvhez van vele ekvivalens erds normalformaju regularis nyelvtan.

Bizonyitds. Az eldz8ek alapjan feltehetjiik, hogy G =(N, T, S, H) nyelvtanunkban csak A — aB, 4 — a
és A— B alaku szabalyok vannak ( 4, BEN,a€T) . Definialjuk minden 4€ N valtozéhoz a
kovetkezé halmazokat:

U (4)=1{4.
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U (AD=U{HUBEN | 3C€ULA) | C—>BEH}, hai>1

Ekkor N véges volta miatt 1étezik olyan minimalis & index, hogy U (4) = Uy j(A), ha j=12 ...

Jeloljiik minden 4 € N nemterminalis jelhez tartoz6 U(4)- t U(4)- val. Ekkor U(4) éppen azokat a
nemterminalisokat tartalmazza, amelyek levezethetdek az A-bol csupan lancszabalyokat felhasznalva,

vagyis tetszéleges 4, B € N valtozokra 4 =*B pontosan akkor, ha B € U(A4). Ezek utan definialjuk a H'
szabalyhalmazt a kdvetkezoképpen:

H'={4—r | havanolyan BEN hogyB—r€H ,réN, Be UL

Ekkor G'=(N, T, S, H'") nyelvtan erés normalformaju, és ekvivalens az eredetivel. Q.E.D.

Itt jegyezziik meg, hogy a szakirodalomban eléfordul, hogy a regularis nyelvtanokat eleve csak az
imént ismertetett normalformaju nyelvtanokkal definidljak; az altalunk regularis nyelvtanként definialt
nyelvtanokat pedig jobblinearis nyelvtannak hivjak. Ahogy lattuk ezek a nyelvtantipusok ekvivalensek

egymassal, igy mi tovabbra sem fogunk koztiik kiilonbséget tenni.

A ballinearis nyelvtanok és a jobblinearis nyelvtanok ekvivalenciajat a linearis nyelvtanoknal
targyaljuk (lasd Bal- és jobb-linearis nyelvtanok ekvivalenciaja [132]).

5.2. Regularis kifejezések

Legyen T ={a,, ..., a,} tetszleges nem iires és véges halmaz. Ha a T 4bécét kibSvitjiik a benne
nem szereplé @, A, +,, -, *,() jelekkel: V=TU{@, A, +, -, *,()}, akkor a V abécé felett
értelmezhetjiik a regularis kifejezések halmazat a kdvetkez6 induktiv definicidval:

Elemi kifejezés:

- © regularis kifejezés,

- Aregularis kifejezés,

- minden a € T reguldris kifejezés.

Indukcids 1épések:

- ha p és r regularis kifejezések, akkor (p+7) is az,
- ha p és r regularis kifejezések, akkor (p-r) is az,
- ha r regularis kifejezés, akkor r* is az.

Tovabba, minden regularis kifejezés eldall az elemi kifejezésekbdl az indukcids 1épések véges sokszori
alkalmazasaval.

A konkatenacio - miiveleti jelét sokszor, ahogy eddig is, elhagyjuk.
A regularis kifejezések segitségével nyelveket irhatunk le:

az elemi kifejezésekkel elemi nyelveket:

- @ (iires halmaz) jeloli az i} iires nyelvet,

- Jjeldli a{l} kezdd nyelvet,

- a jeldli az ia} egyszavas alapnyelvet.

Az indukcids 1épéssel pedig:
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-(p+7r)jeldliaz LU L, nyelvet,

- (p- ) jeldli az LpL, nyelvet,

- *jeldli az Ly nyelvet,

ahol Lp és L, a p és az r regularis kifejezések altal jelolt nyelvek.

Két regularis kifejezést ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet irjak le.

A T feletti nyelvek kozt, tehat, a kovetkezdé miiveleteket (regularis miiveleteknek) hivjuk:
(i) Osszedas: nem mas mint a két nyelv halmazelméleti unioja;

(i) szorzas: a két nyelv konkatenacidja;

(iii) iteracié: L  iterdltjan vagy mas néven lezartjan értjik és L*- al jeldljik az
L*={p1p2--- ka Py ...,pkEL,kzl}U{/l} nyelvet. Vagy ahogy mar kordbban is definialtuk,

r*=\JL! ahol L°={3}, L'=LL"!
=0

Az Ly={L|L < T" halmazt a rajta értelmezett ezen harom miivelettel T feletti nyelvalgebranak

hivjuk. A nyelvalgebraban érvényesek az absztrakt algebrabol ismert, vagy azokhoz hasonlé miiveleti
tulajdonsagok:

LiULy=L,U L, (6sszeadds kommutativitasa);
(LU L) U Ly= L U(L, U L) (8sszeadés asszociativitasa);
LU @ =L (additiv egységelem 1étezése);
(L1Ly)Ly = L{(L,L) (szorzés asszociativitdsa);
L ={A}L = L (multiplikativ egységelem létezése);
(LU Ly)Ly= L4113V L,L (baloldali disztributivitas);
L(L,U Ly)=L,L, U LLs (jobboldali diszributivités);
w=
=1
L'=h( QL"), k>1;

P
LL*=L'L;
L'={}ULL";

(LU Ly =(LL3)" (uni6 kivaltasa).

Két kivétellel minden felsorolt azonossag egyszerli szamitassal adodik a definiciok alapjan. Ezért csak
ezt a két sszefiiggést fogjuk bizonyitani.

Al
Mutassuk meg el6szor, hogy L'=% (\JLP), k> 1. Ehhez azt kell belatnunk, hogy a baloldali
=0

halmaznak pontosan azok az elemei mint a jobboldalinak.
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A baloldali halmaznak és a jobboldali halmaznak is eleme az iires szo, igy csak az iires szo6tol
kiilonbozo elemek vizsgalatara kell szoritkoznunk. A baloldal az iires szén kiviil tartalmazza azokat a
p szavakat, melyek eldallnak valamely n>1- re p= Py P, alakban, ahol Pp - P € L. Ha minden

tényez6 az ires szo, akkor p=4, s ezzel az esettel mar nem kell tovabb foglalkoznunk. Tehat
feltehetd, hogy van olyan 1<i <n, hogy p# A, azaz p # A Legyen valamely u > 0 nemnegativ egészre

n=uk+v, ahol 0<v <k Ekkor P=44y ahol vagy ql=/1 (ekkor u=0) vagy pedig 4= P Py

ahol p, ..., p €L (hau#0), sugyanekkor vagy ¢, =4 (ekkor v=0), vagy ¢,=p ahol

w1 puk+v’

Py o> Py, €L (ha v#£0). Mindenképp fenndll, hogy ¢ € (LD, illetve q,EL,0<v<k, azaz

P=44,€ (LF'L". Tehat p eleme mindkét oldalnak, amivel a két oldal egyenléségét kimutattuk.

Igazoljuk most az (L;U L,) =(L1L3)" egyenléséget. Itt is igaz, hogy a baloldali halmaznak és a
jobboldali halmaznak is eleme az iires sz0, igy csak az {ires sz6t6l kiilonboz6 elemek vizsgalatara kell
szoritkoznunk. Hasonlo6 a helyzet mint az el6z6 esetben. Mindkét oldal az iires szon kiviil pontosan
azokat a p szavakat tartalmazza, melyek el6dllnak valamely n>1- re p= Py p, alakban, ahol

Pp - P, € LU L,. A két halmaz tehat egyenld.

A regularis kifejezésekben a fent emlitett nyelvazonossagok miatt (pl. asszociativitas) zarojeleket
hagyhatunk el a leirt nyelv egyértelmiliségét megtartva. Tovabbi zardjeleket hagyhatunk el, ha
megallapodunk abban a szokasos precedenciaban, hogy a * miivelet (ahogy a hatvanyozas szokott
lenni) a legerdsebb, majd kovetkezik a szorzas (konkatenacid) és az dsszeadas (unid) a leggyengébb.

sty

Regularis nyelvnek hivjuk az iires nyelvet, tovabba mindazon nyelveket, amelyek elemi nyelvekbdl
a regularis miiveletek véges szamu alkalmazasaval eléallithatok. (Igy példaul regularis nyelvek:

@, 1 ay, T Qafa,) Udash) Késdbb igazolni fogjuk, hogy a reguldris nyelv fogalmanak korabbi
nyelvtannal torténé definicioja ezzel a fogalommal ekvivalens. A regularis kifejezések tehat
megmutatjak, hogy a regularis nyelv hogyan all el6 az elemi nyelvek és az alapmiiveletek segitségével.
Egy regularis kifejezés egyérelmiien definial egy nyelvet, forditva viszont egy regularis nyelvet leird
regularis kifejezés altalaban nem egyértelmiien meghatarozott. (Példaul LA} = &L=} +{)L= --)
Ezért kiilon érdekes, hogy hogyan lehet eldonteni az Ft nyelvalgebraban, hogy két kiilonbozo
regularis kifejezés ugyanazt a regularis nyelvet allitja-e el6. Késébb latni fogjuk, hogy ez a kérdés
eldonthetd. S6t, ha pontosan megmondjuk, hogy mit is értiink egy regularis nyelvet megad6 minimalis
regularis kifejezésen (példaul lehet ez alatt érteni (a karakterszamra) a legrovidebbet), akkor annak
meghatarozasara is megadhato algoritmus.

Itt jegyezziik meg, hogy az uni6 és konkatenacio miiveletek tartjak a végességet, vagyis ha * miivelet
nem szerepel egy regularis kifejezésben, akkor az altala leirt nyelv véges. Ily mddon éppen a véges
nyelvek egy jellemzését adhatjuk meg, hiszen minden véges nyelv megadhatd a szavai kozott +
jelekkel, mint regularis kifejezéssel megadott nyelv. A kovetkez6kben néha nem tesziink kiilonbséget
egy regularis kifejezés €s az altala leirt nyelv kdzott, vagyis magara a nyelvre is hivatkozunk a regularis
kifejezéssel. Amennyiben nem okoz félreértést, az unio jelet (U), illetve az dsszeadas jelet (+),
is hasznalhatjuk ugyanabban a szerepben. A kovetkezé alfejezetben ugyancsak specidlis regularis
kifejezéseket fogunk megvizsgalni.

5.2.1. Regularis kifejezések ekvivalenciaja

A regularis kifejezések kozott vannak ekvivalensek, vagyis ugyanazt a halmazt (regularis nyelvet)
altalaban tobb, egymastol kiillonbozo regularis kifejezés is megadja. Ez alapjan az ekvivalencia relaciod
alapjan az ekvivalens formulakat felhasznalhatjuk formulak atalakitasara.

Néhany ilyen ekvivalencia példaul:

* (pUg) kifejezés jelentése ugyanaz, mint (g U p) kifejezésé;
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* (pU g Urkifejezés jelentése ugyanaz, mint p U (g U r) kifejezésé;
* (pUglr U kifejezés ugyanazt jelenti, mint a (pr U pt U gr U g1);
» rr* pedig ekvivalens 77 kifejezéssel.

Az uni6 miivelet kommutativitasa és asszociativitasa miatt zarojeleket hagyhatunk el, és tekinthetjiik
az unié miiveletet akar ketténél tobb argumentumunak is.

5.2. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 1. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbol all,
amelyek tartalmazzak részszoként a 010 szot!

Megoldas: L=(0+1)"010(0+1)" O
5.3. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 2. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbol all,
amelyek tartalmazzak részszoként a 000 vagy az 111 szot!

Megoldas: L=(0+1)"(000+111)(0+1)" O
5.4. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 3. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon 1-esre végz6dod
szavakbol all, amelyek nem tartalmazzak részszoként a 00 sz6t!

Megoldas: L=(1+Ol)* O
5.5. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 4. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbol all,
melynek 3. betiije 0!

Megoldas: L=(00+01+10+11)0(0+1)" O
5.6. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 5. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbol all,
melyek tartalmaznak legalabb harom 1-est!

Megoldas: L=(0+1)"1(0+1) 1(0+1)"1(0+1)" O
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5.7. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 6. feladat

Adjuk meg regularis kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbol all,
melyek 5-tel oszthatd 1-est tartalmaznak!

Megoldas: L=(0"10"10"10"10710")" O

5.2.2. A kifejezésfa

A kifejezéseket, illetve a formuldkat, amik atomokbol (tovabb nem bonthatd egységek), illetve
miveletekbdl allnak szokas fa formajaban is abrazolni. A fa levélelemeiben az atomok (itt most a
terminalisok és az iires sz0) a tobbi csomdpontban pedig a miiveletek szerepelnek. Minden miiveletnek
megfeleld csiucsbol pontosan annyi darab él indul ki a tovabbi részkifejezésekhez, ahany argumentumu
az operator. Példaként az egész szamokat leiro regularis kifejezés fa alakban:

4/'\**
+/\ /\. TN
LN /N /\. /\ ./\

IV ANVANPAN /\./\. /\./\. /\.

) 23 45 6 v 90

Y N " N\ /\
0 1 7 8

2 3

5.2.3. Unio-normalforma regularis kifejezésekhez

A normalformak fontos szerepet jatszanak a szamitastudomany sok teriiletén, pl. a logikdban a
konjunktiv-, diszjunktiv- normalformakrol, illetve prenex alakt formulakrdl beszélhetiink. Ezekben
a formulakban a miveletek sorrendjére van valamilyen megszoritasunk. Lényeges viszont az,
hogy minden formulahoz 1étezik vele ekvivalens amely normalformaban van. Normalformat
értelmezhetiink a regularis kifejezésekre is.

Egy regularis kifejezésr6l akkor mondjuk, hogy unio-normalformaban van, ha a kifejezéstajaban unioé
miivelet csak a fa gydkerében szerepelhet (megengedve barmekkora aritasi unié miveletet).

Ekkor igaz a kovetkez6 eredmény:

A kovetkezd cekvivalenciak véges sokszori alkalmazasaval barmely (regularis) kifejezés
normalformara hozhato:

(1) (pur =,
@) pPqur— pqUpr,
(3) (pugr— prugr,
@ (pUgrut— pruptUqruagt.

Tehat egy unid-normalformaju kifejezés véges sok unidmentes kifejezés unidja (a normalformat 2004-
ben vezette be Nagy Benedek).
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Lassuk végiil, hogyan néz ki a tizes szamrendszerben felirt egész szamokat leird regularis kifejezés
normalforméja. Mivel a kifejezés meglehetdsen hosszu, bevezetiink egy roviditést:

S =0 T2 3456 7'89).

Igy a harminc tagt unio6 (hogy a + eldjelet ne keverjiik a regularis unié miivelettel, ez utobbit itt U -
val jeloljik):

0SU1ISU25U3SU4SUSSU6SUTSUBSUIS U
+0SU +1SU +25U +35U +4SU +55U +6SU +7SU +8SU +9S U

-0SU-1SU -25U -35U -4SU -58U -6SU -7SU -85 U -9§

5.8. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 1. feladat
(a+bXc+d+e)= ac+ad+ae+bc+bd+be [

5.9. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 2. feladat
(ab+ Ad)) = (abd" + ") = (abd (d))

ez mér uniémentes, de egyszerlisithetd: (@b ed® O

5.10. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 3. feladat
(@ + B (c+d) = (@B (ed))= (@b (ed)

5.11. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 4. feladat
(a+ babXbb+ababa)’ = (a+ babX(bb) (ababa)) = a(bb)(ababa)) +bal\(bb) (ababa))

5.12. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 5. feladat

(p+m+ 0+ DO+ D= (p0+m0+0+pl+ml+XO+D'=  (pO+m0+0+ pl+ml+ 0T =
OO +mO(0* 1) + 00" 1) + p1(0* 1) + m1(0* %) + 10" 1)

5.3. Egyszeri szintaxis grafok

A szintaxis grafokat pl. programnyelvek egységeinek szintaktikai leirdsdra hasznalhatjuk. Ez a
megadédsi mod a Pascal nyelvvel terjedt el igazan, a grafikus kép miatt iskolasok és felndttek
is konnyedén sajatitottak el segitségével a programozas alapjait. Tobb elnevezése is ismert, pl. a
vasuthaldzat diagram név a diagramok alakja alapjan talalo. A terminalisokat korokkel jeldljiik, beirva
Oket a korbe.

Terminalis Nemterminalis | Konkatenacio | Alternativa Opcid Iteracid

fogalom || ——3 % T |77

Hasznalhaté muveletek:

» konkatenacio (0sszeflizés: tobb szovegelem egymas mellé/utan irdsa),

83



Regularis nyelvek

« alternativa (valasztas: kiilonb6z6 lehetdségek koziil egy kivalasztasa),
* opciod (a szovegelem vagy megjelenik vagy nem),

* iteraci6 (a szovegelem akarhanyszor megjelenhet (altalaban a nullaszori megjelenést is beleértjiik)).

5.13. példa - Azonositok nyelvének megadasa szintaxis graffal

Egy szintaxis grafban mindig van pont egy induloél és egy érkezdél, ahonnan indulva és ahova érkezve
kell egy utat bejarnunk a grafban. Ha az ut soran Osszeolvassuk a terminalisokat, akkor egy szot
kapunk. Az Osszes olyan sz0, amelyet megkaphatunk az indul6éltdl az érkezéélig valamely uton
végighaladva adja a graf altal leirt nyelvet.

AZONOSITO: —(2-%A-Z

O

A rovidebb és attekinthetdbb leirds kedvvért bevezethetjiik a nemterminalisokat, amik egyszerli
szintaxisgraf részeket roviditenek. Azt is megengedhetjiik, hogy ezekben a nemterminalis
roviditésekben szerepljenek mar kordbban definialt nemterminalsiok.

5.14. példa - Tizes szamrendszerbeli egész szamok nyelvének megadasa szintaxis
graffal

SZAMIEGY :

ELOJEL :

EGESZ SZAM :

-r) SZAMIEGY
ELOJEL

TR

O

Az eléz6 példa alapjan a -000 sz6 is egész szam (eleme a nyelvnek), hiszen egy szamitdogépes
programnyelv altalaban ezt is ugyanugy érti, mint a 0 szot. Az iskolaban tanultaknak megfeleléen
viszont egy ember szamara a -000 szam hibasnak tlinik.

5.15. példa - Egész szamok koznapi értelemben vett leirasa - Gyakorlo feladat

Adjuk meg azt a szintaxis grafot, amely az emberek szamara hétkoznapi értelemben vett egész szamok
leirasat adja! J
Az itt ismertetett szintaxis grafokkal pontosan a regularis nyelveket tudjuk leirni, ha a

sy

csak a mar korabban ugyanigy megadott nemtermindlisokat hasznalhatjuk fel. Ekkor ugyanis a
szerepld nemterminalisok helyettesithetdek a definicidjukban megadott leirassal, ami ha tartalmaz nem
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terminalist, akkor az ott szerepld nemterminalisok is helyettesithetoek stb., amig végiil visszakaphatjuk
az eredeti nemterminalis mentes definiciot.

5.4. Véges elfogado automatak (Rabin-Scott
automatak)

E fejezetben megmutatjuk, hogy a 3- as tipustl, azaz regularis nyelvtanokkal generalhatd nyelvek
osztalya megegyezik a véges automatak altal felismerhetd nyelvek osztdlyaval. Mdas szdval, a 3-
as tipust, azaz regularis nyelvtan, mint generativ eszk6z, azonos értékli a véges automataval, mint
felismerd eszkozzel.

Legyen FA=(Q, T, 9 d, F) véges felismeré automata (FA, az angol finite automata alapjén is), ahol
Q az allapotok véges nemiires halmaza, T a bemend- (vagy szalag-) abécé, q,€ 0 a kezddallapot, d
az allapot atmenet fiiggvény, F < O pedig a végallapotok vagy elfogaddallapotok halmaza.

A d leképezés alakja alapjan beszélhetiink
- nemdeterminisztikus {iresszo dtmenetet is megengedd automatarol: d : O x (T Ui — 22,

- nemdeterminisztikus iiressz6 atmenetet nélkiili automatarol: d: Ox T — 2Q,
- (parcialis) determinisztikus automatarol: d: Q x T — Q (parcialis fliggvény),
- teljesen definialt determinisztikus automatarél: d: Q x T'— Q (teljesen definialt fliggvény).

Amint azt a 4. fejezetben (Nemdeterminisztikus és determinisztikus automata és Rabin-Scott automata
alfejezetekben) mér lattuk, a nemdeterminisztikus véges automata olyan A=(Q, T, dy d) rendszer,
amely hasonloan miikddik, mint az inicialis kimend jel nélkiili (determinisztikus) automata, azzal a
kiilonbséggel, hogy a d atmeneti fliggvény a Q x T szorzathalmazt a Q allapothalmaz részhalmazainak
halmazaba, vagyis a 29 hatvanyhalmazba képezi le: d:0*xT — 2. Minden q€Q,acT parra
d(g, @) < O az atmeneti lehetéségek halmaza. Feltételezziik viszont, hogy az 4 egy q € Q allapotbol
az a € T jel hatasara mindig egy allapotba megy 4t (kivéve ha d(¢, @) = &, amikor az dtmenet nincs
értelmezve), az atmenet azonban A altal nincs egyértelmiien meghatarozva. Tovabba, az iires sz6
hatésara is torténhet atmenet, ilyenkor a szalag olvasasa nélkiil is allapotot valthat az automata. Tehat
az automata a diszkrét idéskala mentén minden pillanatban egy jol meghatarozott allapotban van, egy
Iépés soran olvas (vagy A- atmenet esetén nem olvas) az input szalagrol egy betlit, és ennek hatasara
allapotot valt (vagy nem valt).

5.16. példa - Egy nemdeterminisztikus véges automata

A p q r
a {ap} %) {p}
{r} {qgr} {r}

A fenti tablazattal definialt 4 nemdeterminisztikus véges automata példaul az a bemend jel hatasara
a p allapotbol atmehet ¢- be, de maradhat a p allapotban is. A ¢ allapotban az 4 az a bemend jelet
nem képes feldolgozni. [

Az automata egy futasanak nevezziik azt az allapotsorozatot, amin egy adott input elolvasasa kézben
végigmehet.

Uresszo atmenetet is megengedd automata esetén az automatat megado tablazatban a terminalisok
mellett az {ires sz6 is egy kiilon sorban szerepel, ahol a d(g, 1) dtmenetek szerepelnek megfelelé g
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allapotok esetén. Grafokkal hasonloan adhatjuk meg ezeket az automatakat is azzal a kiilonbséggel,
hogy az allapotatmeneteket jelz6 nyilakon a terminalisok mellett a 1 is szerepelhet.

A d fiiggvény értelmezését kiterjesztjiik, igy definialjuk a 4" kiterjesztett atmenetfiiggvényt. Ehhez
el6szor minden allapothoz megadjuk annak A- lezartjat, vagyis azt az allapothalmazt, amit az adott

allapotbol bemendjel nélkiil is elérhetiink. Formalisan: l(qj)- t definidljuk rekurzivan tetszéleges q;

allapotra:

ll-+1(qj)=ll-u{qk \ qked(q 2, Valamelquell(qj)}, hai>0

m

ekkor a Q végessége miatt lesz olyan 7, hogy ll(qj) = Zl-+k(qj) minden k természetes szamra; ekkor

l(qj) =1(q j) halmazt a q; allapot A- lezartjanak nevezziik.

A A- lezart fogalmat értelmezhetjiik nemcsak Aallapotokra, de allapot halmazokra is:
Z(Q'):{qk | qkel(q) valamely g€ Q' esetén }.

Ekkor a kiterjesztett dtmenetfiiggvényt a kovetkezéképpen definialjuk: d* : O x T — 2Q, ahol minden

g€ Q- ra diq )=1¢q) és minden a€ T, wE T* parra d'(q, wa)= l(u d(p, a)) (Természetesen
ped (gw)

eléfordulhat, hogy d(q, wa)= &) Vegyiik észre, hogy ez a kiterjesztés lényegesen kiilonbozik az

automataelméleti vizsgalatoknal korabban alkalmazott kiterjesztéstdl, hisz ott képelemként 20" peli

elemek 1éptek fel, mig itt csak 29 beliek.

Egy véges automata akkor fogad el egy w € T* input szot, ha van olyan futdsa amely a w elolvasisa
utan végallapotba ér, vagyis d" (qo, w)N F # &. Egy automata ltal elfogadott szavak halmaza jelenti
az automata altal elfogadott nyelvet.

Ez alapjan azt is mondhatjuk, hogy az L nyelv eldallithat6é vagy felismerheté az 4 automataban az
F € Q éllapot halmazzal, jelekben: L(4) =LY, hawe L < d*(qo, WNF+ Q.
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5.17. példa - A paratlan a-bdl és paros b-bdl all6 szavak nyelve

Az alabbi abran olyan automatat lathatunk, mely azokat a szavakat
fogadja el, melyek paratlan szamu a- t és paros szamu b- t tartalmaznak.
b

Az automata mukodés kozben:

Faratlan "a" paros "B

b a al|b|a

|

.'f}. - N
91 1

p—

A véges automata azokat a szavakat fogadja el, melyekben

pdratlan szamu "a" és parcs szamu "B szerepel.

A= [[G:n:-- o1+ F10: I3I'111"- {3‘- ll-"]- Too- B, H‘m”-

d{q.;.;..a] = o -‘.il:q'.;.:..b] = Q1.
"-i|:|§|'m--3] = 1. "-il:ﬂu:u:l-f'] = Qoo
-‘.il:qm_a] = g, -‘.il:q'm.f:l] = q11,
dlq11-.3) = g1 (@1, B) = g1

O

5.18. példa - Az x-re végz6d6 szavak nyelve

Az alabbi abrakon lathaté egy nemdeterminisztikus automata miikodése, mely az x- re végzodo
szavakat fogadja el.

Most lassunk néhany példat nemdeterminisztikus automata miikodésére.

Az automata nemdeterminisztikus miikddéssel olyan allapotba jut és olyan szimboélumot olvas,
melyekre az allapotfiiggvény iires:
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Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

yly x|y|y]|x]

|

(1)
N,

A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " %" -re végzddnak.

A=({au. @} {x. ¥} qo. 6 {a .

i go. x) = go.
I'.ll:qnx:l = 1.
d{g0. ¥) = go.

Az automata nemdeterminisztikus mitkddés soran végigolvassa az inputot, de a miikodést nem
elfogadd végallapotban fejezi be:

Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

Yy x]yly]x]

Pl
.90 )
e
A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " x"-re végzddnak.

A=({au. @} {x. ¥} qo. 6 {a }.

g0, %) = ao.
dl go, x) = au.
d{g0. ¥) = gn.

Az automata miikodése soran végigolvassa az inputot és végallapottal elfogadja azt:
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Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

yly | x|y|y|x]
.’?qu--\-
| Yo )
NS
A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " %" -re végzddnak.

A={{m.a} {x ¥} 0. & {a }).

"-f(q':u- -‘i] = o,
8 go. %) = au.
(g0, ¥} = dgo.

O

5.4.1. Véges determinisztikus és nemdeterminisztikus
automatak ekvivalenciaja

Két automatat ekvivalensnek hivunk, ha az altaluk elfogadott nyelvek megegyeznek. Habar az
imént bemutatott négy automatafogalom elég kiilonbdzének tiinhet most megmutatjuk, hogy az
altaluk elfogadott nyelvek osztalya megegyezik. Egyrészt vilagos, hogy a bemutatott sorrendben
egyre specialisabbak az automatak, vagyis definicio szerint a nemdeterminisztikus liressz6 atmenetet
nélkiili automatak, tulajdonképpen a nemdeterminisztikus iiressz6 atmenetet is megengedd automatak
specialis esetei, amikben iiressz6 atmenet nem fordul elé. Tovabba a (parcialis) determinisztikus
automatak a nemdeterminisztikus iliressz6 atmenetet nélkiili automatak olyan specialis esetei ahol a d
fiiggvény képhalmaza maximum egyelemi halmazokat tartalmaz. A teljesen definialt determinisztikus
automatak viszont olyan specialis parcialis determinisztikus automatak, amelyekben a d értéke mindig
pontosan egyelemi halmaz.

Ezek alapjan viladgos, hogy a teljesen definialt determinisztikus automatak altal elfogadott nyelvek
osztalya részhalmaza a parcialis determinisztikus automatak altal elfogadott nylevek halmazanak,
amely részhalmaza a nemdeterminisztikus liressz6 atmenetet nélkiili automatakkal elfogadott nyelvek
osztalyanak, az viszont részhalmaza a nemdeterminisztikus iiressz6 atmenetet is megengedd
automatak altal elfogadott nyelvek halmazanak. Azt, hogy itt nem valodi részhalmaz relaciokrol van
sz6 a kovetkezd tétel, illetve annak bizonyitasaban szerepld konstrukcioval l1atjuk be.

22. Tétel. Minden nemdeterminisztikus liresszo atmenetet is megengedd véges automatahoz van vele
ekvivalens teljesen definialt determinisztikus automata.

Bizonyitas. Legyen NFA=(Q, T, 9 d,F) egy nemdeterminisztikus iiresszd 4tmenetet is
megengedd véges automata. Konstrudljuk meg a DF A= (2Q, T, lqo, d', F") véges automatat, ahol
az allapotok 29 halmaza az eredeti automata allapotainak a lehetséges részhalmazaibol all. A d'
allapotatmenetfiiggvény definicidja pedig d'(p, @) = I(Lejd(l(q), @), ahol p €22, vagyis pc QésacT.
Az 0j automata végallapotai pedig F'=1p | van 0153111? gE€p, hogy g€ F} Vilagos, hogy DFA

teljesen definialt determinisztikus véges automata.

Masrészt belathatd, hogy L(DFA)=LINFA), hiszen az eredeti NFA automata minden elfogad6
futdsahoz tartozik az uj DFA automaténak egy elfogado futasa, és viszont. Q.E.D.

89



Regularis nyelvek

Az el6z6 tételben megkonstrualt DFA tartalmazhat olyan allapotokat, amelyek a kezdéallapotbdl nem

érhetdek el. Példaul csak olyan p € 2© allapotok érhetdek el melyekre p = I(p) teljesiil.

)-
0

nak megfeleld allapotbodl indulunk el, és csak azokat az allapotokat (vagyis Q azon részhalmazait)
vessziik fel az allapotok koz¢, amely eléall valamilyen eddigi allapotbol valamely bemendjel hatasara.

Ez alapjan, egy determinisztikus automata megkonstrualasakor akkor jarunk el észszertien, ha az l(g

5.19. példa - Automata determinizalasa 1. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a1, a2 }, {x, ¥ }, 6, ao, { a1 }) nemdeterminisztikus, parcialisan definialt,
kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bdvitett véges automataval ekvivalens A4
determinisztikus, teljesen definialt automatat!

) ay ap az
X {ar} {ao} {ay, ar }
y {ar} {ar} -

Megoldas

I. Els6 Iépésben meg kell hatarozni az j A, automata bels6 allapotainak halmazat.
Az A automata kezddallapotahoz, valamint azon allapothalmazaihoz,
melyek elérhetéek a kezddallapotbol, rendeljiink 0j betiiket!
Ezek az 0j betiik alkotjak az 0j allapothalmazt.
Jelen esetben:
Az A automata kezddallapotahoz és a kezddallapotbol egy 1épésben elérhetd
allapothalmazokhoz rendeljiink 0j betliket:
Jeloljiik b;-vel ezeket az elemeket!

bo={ao }, bi={ a2}, bp={ a; }.

Vegyiik fel azokat az allapothalmazokat is, melyek egy 1épésben elérhetéek
a mar meglévd allapothalmazokbdl és még nem szerepeltek:

b3:{ ay, ay }, b4: .

Mindezt addig kell folytatni, amig van jabb elérhetd allapothalmaz.
Amennyiben tobb allapot is szerepel egy allapothalmazban, - mint az megfigyelhet6 a b3
allapothalmaz esetén, - akkor az ezen allapotokbol elérhetd allapothalmazok uniojat kell venni:

bs={ap aj, ar }.

Mivel ijabb bovités nem lehetséges, készen vagyunk az elsd 1épéssel.

II. Masodik 1épésben meghatarozzuk az 4; automata 8 atmenetfliggvényét.
Ehhez a kovetkezo 1épésekre van sziikség:

1. Ha az automata b, = O allapotban van, akkor barmely
bemend jel hatdsara ugyanebben az allapotban marad.

2. Ha az automata egy b; # @ allapotban van, akkor meg kell

vizsgélni, hogy a b; halmazban 1évé gy, , ..., a;,
allapotok az adott bemend jel hataséra mely ay, ... ,ax,, dllapotokba mennek 4.
Az A, automata a b; allapotbdl az adott bemend jel hatasara az

ay,s ... ,ay,, halmazhoz tartozo b; allapotba megy at.
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5 bo by b, b; by bs
X b1 b3 bo b5 b4 b5
y by by by by by by

III. Harmadik 1épésben meg kell hatarozni az A, automata
bemend jeleinek halmazat, kezddallapotat, valamint végallapotainak halmazat.

* Az A, automata bemend jeleinek halmaza megegyezik az A automata bemend jeleinek a

halmazaval.

* Az A, automata kezddallapota az 4 automata kezddallapotahoz rendelt b; lesz.

* Az A, automata végallapotainak a halmaza pedig tartalmazni fog minden olyan
b; allapotot, melynek mint halmaznak eleme az 4 automata barmely végallapota.

Jelen esetben:

Aaq=({ bo, by, by, b3, by, bs }, {x,y }, 0", by, { by, by, b3, bs }).

O

5.20. példa - Automata determinizalasa 2. feladat

Adjunk meg az A=({ ap, a1 }, {x, ¥}, 0, ap, { a1 })
nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bévitett
véges automataval ekvivalens 4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

0 a a
X { ai } { ap, ai }
y {ao} -
Megoldas:
L bo={ao},b1={ai},br={ap, a1}, b= 0.
1L 5 bo by b, b3
X b b, by b3
y bo b3 b b3

HLAG=({ bo, b1, b2, b3 }, { x, ¥ §, 0", bo, { by, b2 }).

O

5.21. példa - Automata determinizalasa 3. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a1 }, {x, ¥,z }, 6, ap {aop})
nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens A4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

o ag ay

x {ar} -

y - { ao, a1}
{ao, a1 } {ao}

Megoldas:
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L bo={ ap}, bi={ai }, bp= D, bs={aop, a1 }.

IL. 5 bo by b, b3
X by by by by
y by b3 by b3
z b3 by by b3

HLAg=({ bo, b1, by, b3 }, {x, .2}, 8" bo, { bo, b3 }).

u

5.22. példa - Automata determinizalasa 4. feladat
Adjunk meg az A=({ ag, a1 }, {x, ¥}, 9, a0 {a1})

nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bévitett
véges automataval ekvivalens 4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

0 a a
x {ag, ar } {ag, ar }
y {ag, ar } -

Megoldas:

L bo={ao}, bi={ap, a1 }.

1L ' by by
X bo b1
y by by

MLAg=({ bo, b1 }, {x,y }, 0" bo, { b1 }).

u

5.23. példa - Automata determinizalasa 5. feladat
Adjunk meg az A=({ ap, a1, a2 }, {x, ¥}, J, ag, { ag, a1 })

nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens 4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

0 a ay a
x {ar} {ar} {a,a}
y {ao} {ay} {ao}

Megoldas:

L bo={ao}, bi={ar}, bo={ai, a}, b3={ ap, ar }.

IL. 5 by by b, bs
X by by by by
y bo bo b3 bo

HL.Ag=({ bo, by, by, b3 }, {x, ¥ }, ' bo, { bo, ba, b3 }).

O
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5.24. példa - Automata determinizalasa 6. feladat

Adjunk meg az A=({ ao, ar, az }, {x, y }, 6, ap, { a1 })
nemdeterminisztikus, parcialisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens A4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

) q a ay
x {ar} {a,a} {ar}
y - - {ai}
Megoldas:
L bo={ap},b1={a1},ba= D, b3={ai,a}.
L. 5 bo by by by
X b b3 by b3
y by by by by

MLAG=( bo, b1, bo, b3 },{x, ¥}, 8", by, { b1, b3 }).

O

5.25. példa - Automata determinizalasa 7. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a1, a2 }, {x, 5,z }, 6, a0, { a1, a2 })
nemdeterminisztikus, parcialisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens A4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

) ay a a
x {ao} - { ao, a2 }
y {a,a} {ao} -

- { ao, a1 } -

Megoldas:

L bo={ao},b1={ai,ar},by= D, bs={ap, ar }, bs={ ao, a1 }, bs={ ao, a1, a2 }.

IL 5 by by b, b; by bs
X by bs by bs by bs
y by bo by by bs bs
z by by by by by by

MLA4=({ bo, b1, ba, b3, by, bs },{x, v,z }, 0" bo, { by, b3, ba, bs }).

O

5.26. példa - Automata determinizalasa 8. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a1, a, a3 }, {x, ¥,z }, 6, ag, { a1, a3 })
nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens 4, determinisztikus, teljesen definialt automatat!

o ay a a as

x {ao} - {az, a3} {a,ar }
y {a, az a3} {ao} - {ao}
z - {ai, ar } {ai, a3} {ar}
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Megoldas:

L bo={ap},br={ai,ar,az}, bp= .

1L ' by by b,
x bo b by
y by bo by
z b, by by

MLAG=({ bo, b1, by },{x, ¥,z }, &', bo, { b1 }).

O

5.4.2. Véges determinisztikus elfogad6 automatak
minimalizalasa
Itt mutatjuk be az Aufenkamp-Hohn-féle Minimalizacidos Algoritmus determinisztikus elfogadd
automatakra miikodd valtozatat.
Legyen adott DFA=(Q, T, 4y d, F). A valodi minimalizasids algoritmus végrehajtasa eldtt az inicialis

Osszefiiggdséget kell ellendrizniink, illetve a kezddallapotbdl nem elérhet allapotokat tordlni:
azaz a Q'=1d(q, w)|w€T" allapothalmazzal és F'=F Nid(q, w)|w € T" végallapothalmazzal

rendelkezé DFA'=(Q" T, dy d', F") inicidlisan 6sszefliggd (kimend jel nélkiili) dllapot-részautomatat
minimalizaljuk.
A tovébbiakban legyen DFA=(Q, T, iy d, F) inicidlisan Osszefiigg. A Cpp, osztalyozast

osztalyozasok egy Cj, C,, ... sorozatan keresztiil szerkesztjiik meg, melyeket a kévetkezéképp
definialunk:

Kezdetként a C| osztalyozassal bontsuk a Q éallapothalmazt két részre: F és Q\F )

Ezutén, ha i>1, ugy a C,; osztdlyozas szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba, ha
egyrészt mar C; szerint is egy osztalyba esnek, masrészt pedig minden bemend jel hatdséra egy és
ugyanazon C; szerinti osztdlyba mennek at.

Képletben: ha i > 1, akkor C;, [pl=C;, gl Clpl=ClglésV ac T: Cld(p, a)l= Cld(q, )l

A Q végessége miatt lesz olyan m, hogy C,, osztilyozis megegyezik C;.,, osztilyozassal (vagyis
megkaptuk a Cpr4 osztalyozast), ekkor a teljesen definialt determinisztikus minimadlis automatat a
kovetkezOképpen adjuk meg:

A4/Cp=(C,, T, Culgy} dc,y Fc,), ahol minden Chlgl€ Cppa€T- re dc,(Chlql )= Cyldlg, a)
illetve Fc,, ={Cylgl | g€ F}.

Az igy kapott automata ekvivalens az eredetivel, ugyanazt az L nyelvet fogadja el; teljesen definialt
determinisztikus és minimalis allapotszdmu.

Haegy DFA=(Q, T, 4y d. F ) minimélis automata esetén vannak olyan T™- beli szavak amelyek nem

prefixei (kezdészeletei) egyetlen L = L(DF A) nyelvbeli szénak sem, azaz van olyan u € T, hogy nincs
olyan vE T", hogy uv € L, akkor a minimélis determinisztikus teljesen definidlt automatanak van
nyeldallapota, vagyis olyan ¢ allapot, amire barmilyen a € T bemendjelre d(q, a)=q és g & F.

Példaul ez a nyel6 allapot felel meg egy nemdeterminisztikus automata nem definialt atmeneteinek,
vagyis a determinizal¢ algoritmusban az & C Q halmaznak.

Természetesen parcialis véges automata esetén ez a nyeld allapot elhagyhato, igy ekkor az allapotszam
eggyel csokkenthetd.
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Amint késobb latni fogjuk a minimalis determinisztikus automata létezésének fontos elméleti
jelentdsége is van.

5.27. példa - Véges elfogadé automata minimalizalasa 1. feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécios algoritmus
segitségével az

A=({ao,a1,a2,a3,a4,as,a6},{x,y},0,a0,{a2,as,as,a6})

kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett

véges automataval ekvivalens 4y minimalis allapotszamu automatat!

o ay a a as as as a6
X a as aj ai a ai a0
Yy ai ap as as as as az
Megoldas:
(0O.) Mielétt az érdemi munkdhoz hozzafognank, meg kell vizsgalni, hogy
mely allapotok érhetdek el az A automata kezddallapotabol.
Azokat az allapotokat, melyek nem érhetéek el, egyszertien toroljiik, mivel
nem fognak eléfordulni semelyik szamitas soran sem.
Jelen esetben az ag allapotbol elérhetd allapotok:
{a09a25a 1 ?a33a5’a4} *
Lathato, hogy semmilyen input sz6 esetén sem keriilhet az 4
automata ag allapotba, ezért ezt az allapotot tordljiik. Az igy kapott
A" automatat kell a tovabbiakban minimalizalnunk az
Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algoritmus segitségével:
A'=({ao,a1,a2,a3,.a4,as},{x.y}.8',a0,{a,a4,a5}).
o' ay a a as ay as
X a as ai aj a aj
Yy ai ap as aq as as

(I.) A feladat megoldasanak els6 1épéseként kiilonb6z6 osztalyokba fogjuk
sorolni az 4' automata belsé allapotait. A kezdeti osztalyozaskor

mindig két osztalyba keriilnek az allapotok, attol fliggden, hogy végallapotok,
vagy pedig nem végallapotok.

Jelen esetben:

Ci={ao.ai,as3},{arasas}.

Ezek utan a Cjyj-edik osztalyozas esetén két allapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C-edik osztalyozas esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatisara azonos
C;-beli osztalyban talalhato allapotokba mennek at. Az osztalyozas
véget ér, amennyiben C;=Cj;| valamely i>1 esetén.

Jelen esetben:

Cy={ap.a1},1as}, {az.as}, {as}.

C3={apa1},{as}, {azs,as}, {as}.

Mivel Cy=C3, ezért az osztalyozas véget ért. A C; osztalyait
jeloljiik valamely 1j bettivel, példaul b-vel:
bo={ao,a1},b1={as},by={ayas},b3={aa}.
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(II.) Készitsiik el az 4" automataval ekvivalens, minimalis allapotszamu

Ao automatat, mely allapothalmazat az osztalyozas és az uj jelolés

bevezetése utan kapott b; betiik alkotjak, a bemend jeleinek halmaza megegyezik
az A automata bemend jeleinek halmazaval, az atmenetfiiggvényét megkapjuk
ugy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztalybeli allapotok

az adott bemend jel hatdsara mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A'
automata esetén, az 0j kezddallapot az a b; lesz, melynek eleme ay, és

végiil az 4y automata végallapotait azon by,,...,by,,

osztalyok alkotjak, mely osztalyok elemei az

A' automata végallapotaibdl allnak.

Jelen esetben:
Ao=({bo,b1,b2,b3},{x,y},00,b0, {b2,b3}).

0o by by b, b;
X by by b by
y bo b3 b by
O
5.28. példa - Véges elfogad6 automata minimalizalasa 2. feladat
Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizéacios algoritmus
segitségével az
A=({ao,a1,a2,a3,a4,as,a6},{x,y}.0,a0,{ao,a1,az az})
kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens 4y minimalis allapotszamu automatat!
o ay a a as ay as 3
X ag ag ag ag as ap a
Yy ae as ap as aj aq aj
Megoldas:
(0.) Az ag kezdballapotbol elérhetd belso allapotok:
{ao.asaz.ar,as}.
A'=({aop.ar,az a3 a6}, {x.y},0"a0, {ao.a1,az as}).
o' ay a a as ag
X deg (27 (27 (27 ap
y ag as ao as ai

@)

Ci={ap.a1,aza3},{ae}.

Cy={ao}, {ar,ar.a3},{as}.
Cy={ao},{ar.as},{ar},{ae}.
Cy={ao},{ar.az}, {ar},{ae}.
bo={ao},b1={a1,a3},br={az},b3=1as}.

(IL)
Ao=({bo,b1,b2,b3},{x,y},0,bo, {bo, b1,b2}).
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do by by b, bs
X b3 b3 b3 b2
y b3 b bo b
O
5.29. példa - Véges elfogadé automata minimalizalasa 3. feladat
Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizéacios algoritmus
segitségével az
A=({aoa1,az,a3,a4,as,a¢,a7,as}, {x,y},0,a0, {az,az})
kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bovitett
véges automataval ekvivalens 4y minimalis allapotszamu automatat!
o a ay a as ay as dg ay ag
X as as ar ag a ap ay ap as
Y as ai as a a6 az as as a
Megoldas:
(0.) Az a¢ kezdballapotbdl elérhetd belsé allapotok:
{ao,a3,as,az,as,a7}.
A'=({ag,az,a3,as,a7,as},{x,y},0"a0, {az,az,a3}).
o' a a as as ay ag
X as ay aop ap as as
y ag a3 ap ay as ap
1)
C1={ao,a3as,as}, {ar az}.
Cr={ao}, {az,as,as}, {az,az}.
Gs={ao}, {az,as}, {as}, {az.a7}.
C4={ao}.{az,as}.{as}, {az.az}.
bo={ao},bi={asas},br={as},b3={asaz}.
(IL)
Ao=({bo,b1,b2,b3}, {x,y}.00,b0, {b3}).
do by by b, bs
x by bo by b3
y b2 b3 b3 bl

O

5.30. példa - Véges elfogadé automata minimalizalasa 4. feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizéacios algoritmus
segitségével az

A=({ao,a1,az,a3,a4,as,a6,a7},{X,y,2},0,a0, {az,as,as,a7})

kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bovitett

véges automataval ekvivalens 4y minimalis allapotszamu automatat!
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) qa ay ay as ay as ag ay
X dae as aq ar a) ao ay al
y as ar ap a as aj as ag
as ap ae aj as ae ap ae
Megoldas:

(0.) Az ay kezdballapotbol elérhetd belsé allapotok:
{ao.asas,as,a1,a3,a7,az}.

Mivel a kezdballapotbol minden allapot elérhetd, ezért nem torliink
egyetlen allapotot sem, tehat 4'=4.

1)

Ci={ao.a1,a3,a¢}, {az as,as,a7}.
Cy={ag.a1},as,a6}, {az as,as,a7}.
Gs={ao.a1},{as,a6}, {az,as}, {asaz}.
Cs={aoa1},{as,ae}, {az,as}, {asaz}.
bo={ao,a1},b1={as,ac},by={az,as},b3={as,az}.

(IL.)

Ao=({b0,b1,b2,b3},{x,,2},00,b0, {b2,03}).

3o bo by b, by
x by b3 bo bo
y b3 by bo b
z by bo by by

a

5.4.3. Véges automatak és regularis nyelvtanok
ekvivalenciaja

23. Tétel. A 3- as tipust nyelvek osztalya egybeesik a véges automatakkal felismerhetd nyelvek
osztalyaval.

Bizonyitds. Legyen adott G=(N, T, S, H) regularis nyelvtan gyenge normélformiban. Ekkor
megadunk egy nemdeterminisztikus iiressz6 4tmenetet is megengedd NFA=(Q, T, qy d,F)

automatat, amely L(G) nyelvet fogadja el. Legyen Q= N U{g f}’ ahol g r & N.Legyen q,= S, F=1{q f}’

tovabba a d allapotatmenetfiiggvényt adjuk meg a kdvetekezoképpen:
minden 4 — aB € H szabaly ( A, BE N, a€ T U4} esetén legyen B € d(4, a) és

minden A — a € H szabaly (A€ N, a € T U{A}) esetén legyen q,€ d(4, a).

A konstrukci6 alapjan lathato, hogy G minden terminal6 levezetéséhez pontosan egy elfogado futasa
lesz az NF A automatanak és forditva.

Most nézziik a forditott konstrukcidt: az egyszeriiség kedvéért nemdeterminisztikus iiresszd atmenetet
nélkiili automatabdl kiindulva.

Legyen, tehat, adott NFA=(Q, T, 4y s F) ugy, hogy ONT= @, definidljuk a G=(N, T, S, H)
nyelvtant a kovetkezképpen: legyen N = Q, S = dy A szabalyok pedig:

minden p € d(g, a) esetén ( p, g€ O, a € T) legyen ¢ — ap € H.

tovabba, minden g € F esetén legyen ¢ — A€ H.
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Konnyen ellendrizhetd, hogy NFA minden elfogadé futdsdhoz lesz a G nyelvtanban terminaléd
levezetés, és forditva.

Képletesen szolva, az el6z6 konstrukcidk esetén a kovetkezd atalakitdsokat végezhetjiik el:

A (N)B

Ebben a fejezetben tehat belattuk, hogy a pontosan a regularis nyelveket fogadjak el a véges automatak,
akar nemdeterminisztikus iiresszé atmenetet is megengedd automatardl, nemdeterminisztikus
iiressz6 atmenetet nélkiili automatardl, (parcialis) determinisztikus automatardl, teljesen definialt
determinisztikus automatarol, vagy akar minimalis determinisztikus automatakrol van szo.

5.31. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadisa véges automatihoz
1. feladat

Feladat: Adjunk meg az A=({q0.91.92}, {a.b}.,90.9,{q0.92})

d(q0.@)={q1,92}, 9(q0,6)=1q2},
d(q1,.a)=1{q0}, o(q2.b)=1{q1}

véges automataval ekvivalens G regularis nyelvtant!

Megoldas:

A G nyelvtan nemterminalisainak halmaza az automata allapothalmazéaval egyezik meg, a terminalisok
halmazat az automata bemend jeleinek halmaza alkotja, a startszimb6lum az automata kezddallapota
lesz.

A G nyelvtan szabalyainak halmazat két csoportba oszthatjuk.

Az els6 csoportba tartoznak azok a szabalyok, melyeket az d&tmenetfiiggvénybdl kaphatunk meg.
Ha az 4 automata a g, llapotbol az x bemendjel hatdsara a g; allapotba megy at,
akkor a szabalyok kozé bekeriil a ;—xq; szabaly.

A masodik csoportba azok a szabalyok tartoznak, melyeket a végallapotok alapjan adhatunk meg.
Amennyiben a g allapot szerepel az 4 automata végallapotainak a halmazaban,
ugy fel kell venniink G nyelvtan szabalyai k6zé a gy—A szabalyt.

Jelen esetben:

G=({90.91.92}, 1a,b},q0,H),
H={ qo—aq1, go—aq2, q0—bq2, q1—aqo, 2—bq1, go—A, g—A }. 0O
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5.32. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz
2. feladat

Adjunk meg az A=({q0,91}, {x.y}.90.9,{q1}),

d(q0.x)=1q0.91}, 5(q1.¥)=1q0}

véges automataval ekvivalens G regularis nyelvtant!

Megoldas:

G=({q0.q1}, {x.y}.q0.H),
H={ go—xq0, qo—xq1, 91—yq0, 1—A }. O

5.33. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadisa véges automatihoz
3. feladat

Adjunk meg az AZ({qO»qlan}9{x!y}3q038:{q2})9

3(q0X)=1q1}» 9(q0.Y)=1q2} > 0(q1.X)={q0,92} »
oq1.0)={q1.92}, d(q2.x)={q0}, H(q2.y)={q1}

véges automataval ekvivalens G regularis nyelvtant!

Megoldas:

G=({90.91.92}. {x.y}.q0.H),
H={ qo—xq1, q0—Yq92, 1—Xq0, 41—Xq2, 41—Yq1,
q1—Yq2, 42—Xq0, 2—Yq1, 2\ §. [

5.34. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz
4. feladat

Adjunk meg az A=({q0,91,92.93}, 1%.%.2},90,6,190,92.93} )

d(q0.X)=1q1.93}, 5(q0.0)=1q2}, 8(q1,2)={q0.92}»
d(g2.x)={q0}, d(g3.y)={q1}.

véges automataval ekvivalens G regularis nyevtant!

Megoldas:

G=({90.91.92.93}, 1x.y.2},90.H),

H={ q0— xq1, 90— Xq3, 90— Y92, 91— 240, 41— 292,
92— Xq0, 43— ¥q1, 90— h, 2=k, @3>k }. [0
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5.35. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
1. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B},{a,b},S,H) H={ S—abaB, A—B, A—cacb, B—bA, B—S, B—\ }
nyelvtannal ekvivalens véges iiresszéatmenet nélkiili automatat!

Megoldas:

(I.) Els6 1épésben megadunk egy G nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem szerepelnek
benne Y—y\y; ... v, és Yoy ... ¥, n > 3 alaka szabalyok. A H szabalyhalmaz ilyen alaku
szabalyait helyettesitjiik j szabalyokkal, a tobbi szabalyt pedig valtoztatas nélkiil atvessziik a H,
szabalyhalmazba.

Minden Y-y ... yu, n > 3 alakt szabalyhoz vezessiink be 7,25, ... ,Z,.| 4j nemterminalisokat, Z;-
bl fogjuk levezetni az y;yq ... y,. Ehhez az 6sszes Y—yy; ... y,, n > 3 alak szabalyt helyettesitsiik
a kovetkezo szabalyokkal:

Y—oy12,,
Z1—y22),

Zyn2—=Yn12n-1
Zn—l_)yw

Minden Y—yy; ... ¥y, n=>3 alaku szabalyhoz vezessiink be Z,25, ...,Z,.; 1j
nemterminalisokat. Z;-bol az y;4; ... y, szot fogjuk levezetni:
az 0sszes Y—y1ys ... ¥,, n=>3 alaku szabalyt helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:

Y—y1Zy,
Z1—y22),

Zyn3—Yn-22n2
Zn2=Yn1 Y.

Jelen esetben:

{G1=({S,4,B,Z|,72,75,74,Z5},{a,b},S,H\). Hi={ S—aZ\, Z1—bZy, Zr—aB, A—B, A—cZ3, Z3—aZ,,
Zy—cZs, Zs—b, B—bA, B—S, B—/}

(II.) Masodik 1épésben megadunk egy G' nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem szerepelnek
benne X—Z alaku szabalyok. Ehhez két 1épésre van sziikség.

- Elészor meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden olyan Z nemterminalishoz, mely levezethetd
legalabb egy masik nemterminalisbol a G| nyelvtanban és szerepel olyan A halmazban 1év szabaly
bal oldalan, amelynek jobb oldalan egy terminalis, vagy egy termindlis és egy nemterminalis beti,
vagy pedig az tires sz6 all. Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az dsszes olyan nemterminalist, melybdl
egy vagy tobb 1épésben levezethetd a Z betii.

Jelen esetben:
U(B)={4},U(S)={B,4}.
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- Majd a H' szabalyhalmazba atvessziik a H; szabalyhalmaz
mindazon szabalyait, melyek nem X—Z alaktak, majd hozzavessziik mindazon szabalyokat,
melyeket Ggy kapunk, hogy a mar atvett szabalyok bal oldalan szerepld betiit a hozza tartozo
U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formalisan:
Hy=(H\ U {W—p|Z—pc H,WeUZ)})\{X—Y| X, YEN,}.
Jelen esetben:

G'=({S,4,B,7,,25,73,74,7Z5},{a,b},S,H"). H'={ S—aZ,, B—aZ,, A—aZ,, Z1—bZ,, Zy—aB, A—cZs,
Z3—aZly, Zy—cZs, Zs—b, B—bA, A—bA, B—1, A—1}

(III.) Harmadik lépésben megadjuk a G nyelvtannal ekvivalens 4 véges automatat. Az 4 automata
allapothalmazat ugy kapjuk, hogy a G' nyelvtan nemterminalisainak a halmazahoz hozzaadunk egy
Uj g, allapotot. Az automata bemeno jeleinek a halmaza megegyezik a G nyelvtan terminalisainak a
halmazaval, a kezddallapota a startszimbolum lesz, a végallapotok halmaza pedig tartalmaz minden
olyan X allapotot, mely szerepelt X—A alakll szabalyban, valamint tartalmazza az jonnan bevezett
qy allapotot is.

Az A automata § atmenetfliiggvényét tigy kapjuk, hogy minden H' halmazban szereplé X—yZ
szabaly esetén felvessziik a 6(X,y)=Z atmenetet, valamint az X—y alaka szabalyok esetén
a 0(Xy)=q, atmenetet.

Jelen esetben:
A=({18,4,B,21,25,73,24,75,9,},1a,b},5,6,{B,4,q,}).

AS,a)={Z1}, dB.a)={Z1}, d(A.a)={Z1}, 0(Z1,0)={Z2}, d(Zp,a)={B}, &(A4,c)={Zs},
0(Z3,a)={Z4}, 0(Zs,c)={Zs}, d(Z5,b)={qy}, d(B,b)={A}, 6(4,b)={4} [
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5.36. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
2. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H)
H={ S—xA, S—>yyB, A—B, B—yS, B—xyx, B—. }

nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:

@)

G1=({S,4,B,2\,25,Z3},{x,y},S, H}).
H\={S8—xA4, S—yZ,, Z;—yB, A—B,
B—yS, B—x2Z,, Zy—yZs, Z3—x,
B—1}

(IL.)

U(B)={4}.

G'=({S,4,B,Z,,2,,75},{a,b},S,H").

H'={ S8—xA, S—yZ\, Zi—>yB, B—yS,A—yS,
B—xZy, A—xZ), Zr—yZ5, Z3—x, B—>A,A— }

(I11.)
A=({S,4,B,21,25,Z3,qv},{x.},5,0,{B,4,qy}).

a(Sx)={4}, d(Sy)={Z1}, 6(Z1.y)={B}, (B.y)={S}, d(4.y)={S},
A(B.x)={Za}, 0(A.x)={Z2}, (Z2,y)={Z3}, d(Z3,X)=1{qv} OO

5.37. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
3. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H)
H={ S§—xA4, S—yB, S—B, B—A, A—xS, A—y}
nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:

(1)

Mivel a G nyelvtanban nincs Y—yy; ... y, és Y—y 1y, ... ¥, n>3 alaku szabaly, ezért
G1:G.

L)

U(A)={B,S}.

G'=({S,4,B},{x,y},S,H").

H'={ S—xA4, S—yB, A—xS, B—xS, S—xS, A—y, B—y, S>>y}

(I1L.)
A=({5,4,B,9,},{x.y},5,0,{qv}).

AHSx)={4}, A(Sy)={B}, o(4,x)={S}, (B,x)={S},
AHSX)=1{S}, d(Ay)={gqv}, dBY)={qv}, o(Sy)={qvi O

103



Regularis nyelvek

5.38. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
4. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H)
H={ S—xxxA, S—yyyB, A—yS, B—xS, A—xx, B—yy }

nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:

@)

G'=({S,4,B,Z,,7,,75, 74,75, 76}, {x,y},S,H").

H'={ S—xZ\, Z1—xZ,, Zy—xA, S—yZ3, Z3—yZs, Z4—yB,
A—yS, B—xS, A—xZs, Zs—x, B—oyZs, Zg—y }

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X—Z alaku szabaly, ezért G,=G.

(IIL.)
A=({S,4,B,21,25,73,74,75, 76,9y}, {x,y}.5,0,{qv}).

HSX)={Z1}, 0(Z1,X)={Za}, d(Zp,x)={A4}, A(SY)={Z3}, 0(Z3,y)={Z4}, 0(Zsy)=1{B},
a(A4,y)={S}, (Bx)={S}, 6(4.x)={Zs}, 6(Z5x)={q.}, d(B.y)={Zs}, (Zey)={q1} O

5.39. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
S. feladat

Adjunk meg a G=({S, X, Y}, {x,y.z},S,H)
H={ §—xX, S—z, S—1, X—yY, X—z8, X—x, Y-xX, Y-y, }

nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:

1)
Mivel a G nyelvtanban nincs Y—yy; ... y,, és
Y=y ... Yy, n>3 alakt szabdly, ezért G1=G.

(IL)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X—Z alaku szabdly, ezért G,=G.

(I11.)
A=({SX Y qv}, {x.0.2}.5,0,{S.qv})-

S X)={Z1}, 0(Z1,)={Za}, (ZpX)={A}, H(S,y)={Z3}, 0(Z3,y)={Z4}, 0(Z4,y)={B},
o(A4,y)={S}, A(Bx)=1{S}, 0(4.x)={Zs}, (Zs5x)={qv}, d(B.Y)={Zs}, (Zey)={qv} O
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5.40. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
6. feladat

Adjunk meg a G=({S,4},{0,1},S,H)
H={5—-0, S—14, A—04, A—14, A—1}

nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:
1)

Mivel a G nyelvtanban nincs Y—yy; ... y,, és Y—y1ys ... ¥, 023
alaku szabaly, ezért G|=G.

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X—Z alaku szabaly, ezért G,=G.

(111.)
A=({54,9+},{0,1},5,9,{4.9:}).

a(S,0)={qv}, o(S, 1)={4}, 6(4,0)={4}, d(4,1)={4} O

5.41. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz
7. feladat

Adjunk meg a G=({S,4},{0,1,+,-},S,H)
H={8—0, S—14, S—-14, A—04,
A—14, A—>A, A—>+14, A—-14 }
nyelvtannal ekvivalens véges automatat!

Megoldas:

(L)

G] :({S,A,Zl,ZQ,Zg,}, {0, 1,+,-},S,H)

H={5-0, S—>14, S—-Z,, Z1—14, A—04, A—14,
A—k, A—>+2Zy, Zry— 1A, A—-Z3, Z3—14 }

(IL)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X—Z alaku szabdly, ezért G,=G.

(I1L.)
A=({8,4,21,22,25,qv},{0,1},5,0,{4,q»}).

a(S,0)=1qv}, (S, 1)={4}, o(S,-)={Z1}, d(Z1,1)={4}, o(4,0)={4},
o4, 1)={4}, (4, +)={Za}, 0(Zp, 1)={4}, 0(4,-)={Z3}, 9(Z3,1)={4} O

5.5. Nyelvek eloallitasa automatakban

Az automatak és az automata leképezések kapcsolatat illetéen, mint mar utaltunk ra, két ellentétes
kérdés fogalmazhat6 meg:

I. Ha adva van egy inicialis automata, meghatarozando az altata indukalt leképezés (analizis);
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II. Ha adva van egy inicidlis automata leképezés, meghatarozand6 legalabb egy olyan inicialis
automata, amely ezt a leképezést indukalja (szintézis).

A szintézis, ahogy utaltunk ra egyértelmiivé teheté a minimalizalas feladataval. Az analizis és szintézis
akkor fogalmazhatd6 meg egzakt modon, ha megallapodunk abban, hogy mit értiink automata és
automata leképezés megadasan. Ezzel kapcsolatban, amint a Automatdk Analizise és Szintézise
fejezetben utaltunk ra, a kovetkezd problémat kell megoldani:

0. Meg kell adnunk a véges automatak altal indukalhaté automata leképezéseknek az automataktol
fiiggetlen leirasat. Mas széval, keresniink kell olyan irdasmodot, amelyben el tudjuk donteni, hogy
valamely, ebben az irdasmddban megadott automata leképezés indukalhato-e véges automataval vagy
sem. Ezek utan véges automatdakra az analizis €s szintézis problémaja igy fogalmazhaté meg:

I'. Barmely adott véges automata esetén meg kell tudnunk adni a szbban forgd irasmodban azt a
leképezést, amelyet az automata indukal;

IT'. Ha ebben az irdsmddban meg van adva egy véges automata altal indukalhato leképezés, akkor meg
kell tudnunk adni legalabb egy olyan automatat, mely ezt a leképezést indukalja és allapothalmaza
véges.

Egy olyan leképezés megadasi modszer, mely eleget tesz a 0.,1."I1." feltételeknek, elszor S. C. Kleene
talalt 1956-ban, bevezetve a regularis kifejezés fogalmat. A fejezet tovabbi részében az elfogado
automatakra vizsgaljuk az analizis és szintézis fogalmat, vagyis az analizis és szintézis foglamat
modositjuk és e kettds feladat megoldasat kimend jel nélkiili automatak vizsgalatara vezetjiik vissza.
Amint lattuk, a generativ rendszerek egyik fontos tipusat képezik a generativ nyelvtanok, melyek a
formalis nyelvek eldallitasara alkalmas eszkozok. A formalis nyelvek felismerésére viszont nem az
analitikus nyelvtanokat, hanem a felismerd (Rabin-Scott) automatakat szokas alkalmazni.

Tetszdleges DFA=(Q, T, g, d, F) automata esetén akkor mondjuk, hogy w € L(DF A) ha az automata
a ¢, € O kezddallapotbol a w € T" inputsz6 hatésara a d*(q, w) € F allapotba megy t.

kézbiilsé Allapotok

n
o B o B - ° N @

24. Tétel. (Kleene Tétele) Barmely adott DF A véges determinisztikus automatahoz és allapotai
F részhalmazahoz meg tudjuk adni annak a nyelvnek egy regularis kifejezését, amely DFA- ban
az F halmazzal eléallithato. Megforditva, minden regularis kifejezéshez megadhat6 egy FA véges
(felismerd) automata, amely allapotai F' részhalmazaval éppen a tekintett regularis kifejezéssel leirt
nyelvet fogadja el.

Kleene tételének konstruktiv bizonyitasat fogjuk adni a kovetkezo fejezetekben.

Azt mondjuk, hogy a T* monoidon (azaz egységelemes félcsoporton) definialt valamely p ekvivalencia
relacio jobbkongruencia, ha minden u, v, w € T* harmasra igaz, hogy u@v = uwgvw. A T* monoid
egy Cp osztilyozisat jobbrdl stabilnak (vagy jobbrdl kompatibilisnek) hivjuk, ha a @ relacio
jobbkongruencia. Végiil, a o relacidt, illetve a Cp osztilyozast véges indexiinek mondjuk, ha
véges sok osztalybol all. Analég modon definidlhatd a balkongruncia €és a balrdl kompatibilis
osztalyozas. Egy, a T* monoidon megadott relaciot kongruencidnak hivunk, ha egyidejiileg bal- és
jobbkongruencia. Masként kifejezve, a 7% monoidon értelmezett O relacié kongruencia, ha barmely
u,v,w,s € T"- ra upv=wuspwvs. (Megjegyezziik, hogy természetesen u, v, w, s barmelyike lehet
az iires sz0.) Egy @ kongruencidhoz tartozé Cp osztilyozast kompatibilisnek mondunk. Masként
kifejezve, kompatibilisnek hivjuk az egyidejlileg balrol és jobbrol stabil osztalyozast.

A véges automatakban el6allithatd nyelvek egy relacioelméleti jellemzését adja Myhill (ejtsd: majhil)
és Nerode (ejtsd: nerod) tétele.
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25. Tétel. (Myhill és Nerode tétele) Egy véges T abécé feletti L nyelv akkor és csak akkor allithato
el6 egy véges automataban az allapotok valamely részhalmazaval, ha megadhat6 T* - nak olyan véges
indexi kompatibilis C osztalyozasa, hogy L el6all bizonyos C - beli osztalyok egyesitési halmazaként.

Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy 7™ - nak az a trivialis osztalyozasa, amelynél minden
elem egymagaban alkot egy osztalyt, nyilvan kompatibilis és egy L nyelv mindig eléall ennél az
osztalyozasnal bizonyos osztalyok egyesitési halmazaként. Ennél fogva egy tetszdleges L nyelv esetén
mindig van olyan kompatibilis osztalyozasa T*- nak, hogy az L el8all bizonyos osztalyok egyesitési
halmazaként.

A tétel sziikségességének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy egy L nyelv eldallithato a
DFA=(Q, T, 4y d, F) véges automata allapotainak F részhalmazaban, vagyis DFA Rabin-Scott

automata éppen az L nyelvet ismeri fel. Definialjunk T™- on egy kongruenciat a kdvetkezéképp:
Vuve T*:(uQDFAv(i)VqEQ:d*(q, w=dg,v).

(Vagyis minden u, vE T" esetén ug . v akkor és csak akkor teljesiiljon, ha tetsz6leges Q- beli
allapotra az u sz6 a q allapotot ugyanabba az allapotba viszi at mint a v sz6.) Ekkor a g- hoz
tartozé Cp kompatibilis osztalyozasnal egy-egy osztalyba pontosan azok a T* - beli elemek tartoznak,
melyek a DF 4 automata kezddallapotat egy meghatarozott allapotba viszik. Nyilvanvald, hogy a DF A
végessége miatt a O halmaz véges, azaz a Cp kompatibilis osztalyozas véges sok osztalyt tartalmaz.
Tehat Cp valoban véges indexii.

Azt kell még kimutatnunk, hogy L el6all bizonyos Cp - beli osztalyok egyesitési halmazaként. Jeldlje

most tetszéleges g € O mellett 9 ezen Cp kompatibilis osztalyozas azon osztalyat, melynek elemei
agq, kezddallapotot a g allapotba viszik at. Mivel feltettiik, hogy a DF 4 az L nyelvet allapotainak F’

halmazaval ismeri fel, ekkor L= U{C(q) |g € F}. (Természetesen L= & eléfordulhat. Ilyen esetben
F = @) Ezzel a tétel sziikségességét kimutattuk.

Most igazoljuk az elegenddséget. Tegyiik fel, hogy megadhaté T*- nak olyan véges indexii
kompatibilis C osztalyozasa, hogy L eléall bizonyos C- beli osztalyok egyesitési halmazaként.
Kordbbi konvencionknak megfelelden tetszéleges u € T mellett Clul- val fogjuk jeldlni azt az
osztalyt, melynek egy adott u € T* elleme. Ha L= @, akkor L barmely véges automataban eléallithatd
a végallapotok iires halmazaval. Igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy L nem iires. Mivel C
kompatibilis, ez azt jelenti, hogy tetszoleges u, vE T mellett Clul=Clv]=V a € T: Clual= Clvd]
(vagyis tetsz8leges u, vE T" esetén a u és a v egy osztalyba esése azt eredményezi, hogy minden
a€T esetén az ua és a va is egy osztalyba fognak esni.) Ekkor viszont jol definidlt (azaz az
értelmezési tartomany minden elemének valoban pontosan egy elem felel meg az értékkészletben) az
ad:CxT— C leképezés, melyre minden u € T*, a € T par mellett d(Clul @) = Clual Tekintsiik most
az ezen d atmeneti fiiggvénnyel rendelkezd DFA=(C, T, Cl1], d, F) véges automatat (ahol Cl/] jeléli
a C azon osztalyat, mely az iires szot tartalmazza); és F jeloli a C azon részhalmazat, melyre teljesiil,
hogy az L el8all a F - beli osztalyok egyesitéseként. A DF A definicidja értelmében minden u € T -
ra d(Cl2] w) = Clul Vilagos, hogy ekkor minden u € T* esetén Clul€ C' pontosan akkor 4ll fenn, ha
CUl- taz u sz6 a DF A automataban valamely C'- beli 4llapotdba viszi 4t. Vagyis DF A4 allapotainak
F részhalmazaval épp az L nyelvet ismeri fel. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. Q.E.D.

Valamely 4=(Q, T, dy d) kimend jel nélkiili (nem feltétleniil véges) automata esetén a
VuveT :(up vV qe€Q:d(gu)=d(q v)- val definidlt o kongruenciit az A Myhill-Nerode féle

kongruenciajanak hivjuk, a hozzé tartoz6 T / o fakorfélcsoportot pedig az A automata karakterisztikus
[félcsoportjanak nevezziik.

Az A karakterisztikus félcsoportja nyilvan gy is megadhat6, mint a Q allapothalmaz feletti
teljes transzformacié félcsoport azon részfélcsoportja, amelyet az osszes, a d{q)=d(q, a),q€ QO
osszefliggésnek eleget tevd d,: O — O leképezések id,, | a € T} halmaza generl. Ilyen interpreticidban
az S(4) elemei azok az n,: O — O, u € T" alaku leképezések lesznek, melyekre 7, (q)=d (g, u), ¢ € O.

107



Regularis nyelvek

5.42. példa - Egy véges automataval nem felismerhet6 nyelv

Az L=1a"b" |m>n> 0} nyelv véges (kimend jel nélkiili inicialis) automataban nem allithato el6. ( a”
egy n hosszsagu, csupa a betiibdl allo szot jelol.) Valdban, ha L véges kimend jel nélkiili inicialis
automatdban elallithat lenne, akkor a Myhill-Nerode tétel szerint lenne a 7" - nak véges indexii olyan
C kompatibilis osztalyozasa, hogy L eldall véges sok osztaly egyesitéseként. Mivel L végtelen elemtl,
s véges sok osztaly egyesitéseként eldall, van olyan osztaly, mely valamely i- j > k-1> 0 feltételnek
eleget tevd i, J, k, [ természetes szamokra aib’ - t és akb! - ttartalmazza. Viszont aib’ +k'[( = aib' b e L,

s ugyanekkor akb( = akb'b*") & L. Vagyis van olyan u€ X* hogy aib’u € L mellett akb'u & L. Mivel
feltételezésiink szerint L el6all (véges sok) C - beli osztaly egyesitéseként, L - nek azok és csak azok az
osztalyok lehetnek a részhalmazai, melyek egyesitéseként L el6all. Ez viszont azt is jelenti, hogy aib’u

és akb! p nem tartozhatnak a C osztalyozas egy és ugyanazon osztalyaba. Tehat, feltételezésiinknek
ellentmondva a C nem kongruencia osztalyozas. Ekkor viszont nem lehet az L nyelvet véges kimend
jel nélkiili inicialis automataban eléallitani. [

Itt jegyezziik meg, hogy a Myhill-Nerode tétel és a nyelvet elfogadé minimalis (véges determinisztikus
teljesen definialt) automata szoros kapcsolatban allnak egymassal. Ugyanis a bizonyitasban eldallitott
DF A éppen az L nyelvhez tartoz6 minimalis (allapotszamu) teljesen definialt automata. Itt hivjuk fel
a figyelmet arra a nagyon fontos tényre, hogy a teljesen definialt minimalis determinisztikus automata

alapjan lehet eldonteni, hogy két regularis nyelv megegyezik-e egymassal.

5.6. Véges automatak analizise

Az automatak analizisének problémajat véges automatakra igy modositjuk:

A véges automatak analizise jelentse olyan univerzdlis algoritmus megadasat, amelynek
alkalmazésaval barmely adott determinisztikus 4 =(0, T, g, d, F) véges automatihoz meg tudjuk
adni annak a nyelvnek egy regularis kifejezését, amely F'4- ban az F halmazzal eléallithaté. Ilyen
algoritmus 1étezését S. C. Kleene bizonyitotta be 1956-ban. Mi a tovabbiakban McNaughton és
Yamada algoritmusat ismertetjiik, amely egyben konstruktiv bizonyitasat is szolgaltatja a kdvetkezd
tételnek.

26. Tétel. Ha a véges T halmaz feletti L nyelv el6allithato véges kimend jel nélkiili inicialis automata
allapotai valamely F részhalmazaval, akkor az L nyelv megadhat6 regularis kifejezéssel.

Bizonyitas. A kivant algoritmus megadasahoz nyilvan elég olyan eljarast megkonstrualni, amely
lehetdvé teszi az olyan nyelv egy regularis kifejezésének felirasat, amely FA- ban tetszéleges,
. q q ;
egyetlen allapottal eldallithato, hisz ha F' = {ql, Gy e qn}, akkor Lg 4= LI,,1 Y LF2A Uy L;{-”A. Igya
tovabbiakban csupan az olyan regularis nyelvek regularis kifejezéssel torténd megadasat vizsgaljuk,
melyek mindegyike F'4- ban egy-egy allapottal (azaz az allapotok egy-egy egyelemi részhalmazaval)
eldallithatd. Legyen FA=(1, ...,n}, T, 1, d, F) egy véges inicidlis kimend jel nélkiili automata,
melyben az dllapothalmaz 1- tdl alkalmas - ig terjed6 természetes szamok halmaza, s az 1 természetes
szam a kezddallapot. Az allapothalmaz és a kezddallapot ilyen megvalasztdsa nem jelent igazi
megszoritast, hisz tetszdleges véges inicialis kimend jel nélkiili automata esetén jeldlhetjiik 1- el a

kezddallapotot, s amennyiben az allapotok szdma n, az {1, 2, ..., n}- el az allapothalmazt (aszerint
hogy az allapotok egy tetszbleges, kezddallapottal kezd6do felsorolasanal beszéliink elso, ..., n-

edik allapotrol). Jelolje Lff i tetszoleges i, j ell,...,n-reéskei0, ], ...,n- reazta nyelvet, mely
azokbol és csak azokbol a bemend szavakbol 4ll, amelyek hatdsara az FA4 az i €11, ..., n} allapotbdl
atmegy a j €11, ..., n} allapotba gy, hogy k =0 esetén nincs kozbiilsé allapot, k >0 esetén pedig
legfeljebb az |, ..., k allapotok 1éphetnek fel kozbiilsé allapotként. Specialisan, Lg jJjeloli azt anyelvet,

amelynek elemei hatésara FA4 azi €11, ..., n} llapotbol kdzvetleniil, kdzbiilsd allapotok nélkiil megy
ata j €11, ..., n} allapotba. (Itt tehat k£ nem kitevét hanem egyszeriien indexet jeldl!)
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Elegendd megmutatni, hogy barmely me{l, ..., n} esetén az LY, regularis, hiszen Ly =L}, s
elegendd ezen nyelvek egy regularis kifejezését megadni. Ennél valamivel tobbet bizonyitunk:
Igazolni fogjuk, hogy minden Lff ; nyelv regularis ¢s rekurziv formulat adunk az ilyen nyelvek egy

regularis kifejezésének felirasahoz. Ez egyben azt is jelenti, hogy tételiinknek egy teljes indukcios
bizonyitasat adjuk.

Legyen k = 0. Mivel az Lff ;nyelvek mindegyike vagy az tires nyelv, vagy pedig 7' bizonyos elemeinek

egyesitési halmaza, ezért minden ilyen nyelv reguléaris és az automata atmeneti tablazata alapjan
felirhato. Nevezetesen, a tablazat i allapothoz tartozo oszlopaban kigytijtjiik azokat az allapotokat,
melyek j- vel megegyeznek, s tekintjik az dsszes olyan a;,, ...a; € T bemend jeleket, melyek az

F' A atmeneti tablazataban ezen j- vel megegyez6 elemekkel egy sorba esnek. Ezek a bemend jelek
lesznek azok, melyek hatasara az F'4 atmegy az i allapotabol a j allapotaba. Ha ilyen bemend jel

nincs és i # j, akkor ng= @ lesz a tekintett regularis kifejezés. Amennyiben van olyan bemend
jel, mely az i allapotot a j allapotba viszi at és i # j, akkor Lg j=aitai,t ... tajg lesz a megfeleld
regularis kifejezés. Ha nincs az i- t a j- be atvivé bemend jel, de i = j, akkor ng =4, hisz az tires
sz6 hatasara minden allapot at tud menni 6nmagaba kozbiilsé allapot nélkiil, definicio szerint. Végiil,
ha van olyan bemend jel, mely az i allapotot a j allapotba viszi at €s i = j, akkor nyilvanvaldan igaz,
hogy ng =Ataj t+ai,* ... +a; megfeleld regularis kifejezés.

0 [k

lyj’ .o i’j,
bebizonyitottuk és fel is irtuk ezen nyelvek egy-egy regularis kifejezését. Mutassuk meg, hogy

Legyen most k>0, s tegylik fel, hogy az L i, j€XL, ..., n} nyelvek regularitisat mar
s k _ k1, k1 (k) kg poa - P
ervényesaz L;;=L;; + Ly (Lk,k) Ly G, J, k€l ..., n) formula. Az egyenldség igazolasihoz eldszor

azt gondoljuk végig, hogy milyen médon tudunk egy w € T szdval eljutni az i allapotbol a j allapotba
ugy, hogy legfeljebb L, ..., k 1éphetnek fel kdzbiilsé allapotként.

1,2,... k—1

Ha valamely w € T szoval az i allapotbél a j allapotba el tudunk jutni gy, hogy legfeljebbaz 1,2, ...k
Iéphetnek fel kozbiilsé allapotokként, akkor vagy el tudunk jutni ezen w szdval az i allapotbol a j
allapotba uigy, hogy legfeljebb 1, ..., k- 11éphet fel kozbiils allapotként (azaz ha k = 1akkor ezesetben

nem 1ép fel kozbiils6 allapot) és ekkor w € Lgl,

legalabb egyszer, de persze véges sokszor kozbiilsd allapotként. Vagyis ekkor elészor eljutunk a &
allapotba ugy, hogy legfeljebb |, ..., k- 1 1éphet fel kdzbiils6 allapotként, s ha k csak egyszer 1épett fel
kozbiilso allapotként, akkor £ - bol maris tovabb juthatunk ;- be tigy, hogy ismét legfeljebb 1, ..., k-1

vagy nem. Utobbi esetben fel kell 1épnie a k allapotnak

léphet fel kozbiilsé allapotként. Ezesetben tehd w=ww,, ahol wj€ LZ'{], Wy € Lllzjl Az az eset van

még hatra, mikor k£ egynél tobbszor (de persze véges sokszor) 1ép fel kdzbiilsé allapotként. Ekkor is
elészor eljutunk a k allapotba gy, hogy legfeljebb 1, ..., k-1 1éphet fel kdzbiilsé allapotként, majd
véges sokszor k- bol elindulva visszatériink & - ba agy, hogy ismét legfeljebb |, ..., k- 11éphessenek
fel kozbiilsé allapotként, s végiil mint az el6z6 esetben, k- bol tovabb juthatunk j- be ugy, hogy
ismét legfeljebb 1, ..., k- 11éphet fel kozbiilso allapotként. Ilyenkor w eldall valamely ¢ > 2 természetes

szdmra w=wWw,... w.w, alakban ugy, hogy wleLff,'(l, Wy, ovy Wi EL&I, illetve WIEL]];_}. Minden

lehetséges esetben azt kaptuk, hogy ha w benne van az egyenléségiink baloldalan szerepld nyelvben,
akkor benne van az egyenldség jobboldalan 4ll6 nyelvben. Az egyenldség fennallasdhoz be kell még
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latni az is, hogy ha w € T benne van az egyenldség jobboldalan 1év6 nyelvben akkor benne van a

baloldalan Iévében is. Lf{ jl c L  definici6 szerint fennall, igy csak azzal az esettel kell foglalkoznunk,

mikor w € L, ik (Lk J() Lk’ j- Ekkor w=w--wy, s> 1, ahol wy az i allapotot a j allapotba, wy a k allapotot
a j allapotba, s ha s> 2, akkor minden egyes wy, [ €12, ..., s- 1} tényezd a k allapotbol nmagéba viszi
at az F'4 automatat ugy, hogy legfeljebb 1, ..., k- 11éphetnek fel kdzbiilsé allapotként. Vilagos, hogy

ekkor w hatasara ugy juthatunk el az i allapotbdl a j allapotba, hogy legfeljebb 1, ..., k 1éphetnek fel
kozbiilso allapotként. Ezzel a tétel teljes bizonyitast nyert. Q.E.D.

Az ¢l6z6 bizonyitasban szerepld konstrukcid segitségével tetszOleges véges automatahoz
elkészithetjiik a megfeleld regularis kifejezést.

5.43. példa - Ekvivalens regularis kifejezés megadasa véges automatahoz 1.
feladat

Adjunk meg az A=({ay,az},{x,y},a1,0,{ay}) determinisztikus véges automataval ekvivalens regularis
kifejezést! Ahol az atmenetfiiggvény a kovetkezo:

o ay a
X a a
y a )

Megoldas:
(I.) Jeldljiik n-el az automata allapotainak szamat. (Jelen eseben n=2.)
A feladat megoldéasahoz eldallitjuk az r,-jk regularis kifejezéseket, a kdvetkezd rekurziv definicio
segltsegevel
{x|5(al,x) aj},hai#j,
{xIS(aI,X) i U A} ha i,
i‘k ’”1k (rkk ) I’k] 'y rljk ! hal <k<n.

Jelen esetben rijk regularis kifejezések:

o k=0 =1 k=
m® yURr y y
ok X y*x y*xx*
1 %] %) %)
rzzk xUA xUA X

Példaul az r; :rll (r“ ) 1 oy 11 :(yU My U 7\.) ()/U}\.)U YU y és
az }"122:7'12 (V22 ) 1”22l U rlzl—y X(XUK) xUMNU y x—y xx

(IL)
Ezek utan L(A)= \Ur", ahol | a kezdballapot, az ry, pedig befutja a végallapotok halmazat.
meF

Jelen esetben egyetlen végallapotunk van, igy L(A)=r122=y*xx*.
Megfigyelhetd, hogy k=n esetén elegendd azokat az rijk elemeket kiszamolni, ahol i kezddallapot
és j végallapot. A tovabbiakban ezek szerint fogunk eljarni. [
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5.44. példa - Ekvivalens regularis kifejezés megadasa véges automatahoz 2.
feladat

Adjunk meg az A=({ay,ay}, {x,y,z},a1,0,{a,a>}) determinisztikus véges automataval ekvivalens
regularis kifejezést, ahol a § atmenetfiiggvény a kovetkezo tablazattal adott:

) ay ay
X a %]
Yy ai az

%] ap

Megoldas:

1)

Az rijk regularis kifejezések:

o =0 =1
k *
a1 yUA y
k *
ri2 X yXx
k *
21 z zy
o yUA zy*nyUk

(H)
At —r12 ! ) ) UVll =y x(zy xUyUn) 2y Uy'=
='x(zy xUy) 2y Uy,

712 =riy (' ) ' Urp' = x@y x Uy Un) (2r'x Uy U Uy x=
= 'x(zy'xUy)".

Végil L(4)= m U 7'12 =0 X(Zy XU 2 Uy ) U xy xUy) )=
='x(z'xUp) (2" Uy Uy’ O
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5.45. példa - Ekvivalens regularis kifejezés megadasa véges automatahoz 3.
feladat

Adjunk meg az A=({ay,azas},{x,y},a1,0,{ay a3}) determinisztikus véges automataval ekvivalens
regularis kifejezést, ahol a & atmenetfiiggvény:

) a a as
X ar as aj
Y as as %)

Megoldas:

@)

Az rijk regularis kifejezések:

) =0 =1 k=
" %) ) )
T x X ol
st y y yUxy'x
ra* @ @ %
X yUX yUL y*
r23k X X y*x
v 31k X X X
rk %) xx xxy
r33k A AUxy AUxy Uxxy*x

(IL.)

ri2 —(yU Xy x) v nyxxy X xxy U xy =
=(yU xy x)(ny xxy x) xxy U xy ,

r13 —(yU Xy x)(XU ny xxy x) AUxyU xxy x)U Y xy x)—
=(yUY xy x)(xy U xxy x)

L(A)= 12’ U J13 —((yU xy x) (nyxxy x) xxy ) Xy )U—
=((yU xy x)(nyxxy x) =Y xy x) (xy U xxy x) (xxy Uk)ny O

5.7. Véges automatak szintézise

Az automatdk szintézisének problémajat véges automatakra a kovetkezOképp modositjuk: A véges
automatdk szintézise jelentse olyan univerzalis algoritmus megadasat, amelynek alkalmazéséaval
barmely véges T halmaz feletti, regularis kifejezéssel megadott L regularis nyelvhez meg tudunk

konstrualni olyan véges FA=(Q, T, 4y d, F) automatat, amelyben az adott L nyelv az allapothalmaz F
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részhalmazaval eldallithato, ( vagyis legyen F'A4 az L regularis kifejezéssel megadott nyelv felismerd
automatdja). Egy ilyen algoritmus megadasa egyben a kovetkezd tétel konstruktiv bizonyitasat
szolgaltatja:

27. Tétel. Egy véges T halmaz feletti tetszdleges r regularis kifejezéshez megadhat6 olyan F'4 véges
felismer6 automata amely az r altal leirt nyelvet fogadja el.

Bizonyitas. A tétel elsé bizonyitasa ugyancsak S. C. Kleene eredménye 1956-bol. Mi egy V. M.
Gluskovtol szarmazd egyszerti eljarast ismertetiink, amely eléggé gazdasdgos is abban az értelemben,
hogy az esetek tobbségében a minimalishoz kozeli automatdt eredményez. Masrészt lehetdvé
teszi, hogy az adott véges sok, regularis kifejezéssel megadott regularis nyelv esetén egyszerre
szerkessziink meg egy olyan véges automatat, amelyben a nyelvek mindegyike el6allithato (altalaban
az allapothalmaz mas-mas részhalmazaival).

A modszer 1ényege, hogy szamba vessziik azoknak a szavaknak a struktarajat, amelyek az adott
nyelvek koziil legalabb egyikben el6fordulnak. Az eljaras ismertetése soran a konnyebb megértés
kedvéért egy példat is kidolgozunk. Legyenek Ly, Lo, ..., L olyan nyelvek a T =1{a(), a®), ..., a0}
abécé felett (az 1, 2, ..., nitt nem kitevdt, hanem indexet jelentenek), amelyek regularis kifejezésekkel
vannak megadva. A modszer alkalmazasa el6tt a nyelvalgebra alapmiiveleteire megismert miiveleti
azonossagok alkalmazasaval hozzuk a regularis kifejezéseket minél rovidebb alakra. Ezt kovetéen
indexeljiik a regularis kifejezésekben el6forduld betiiket balrél jobbra haladva ugy, hogy az azonos
betiik kiilonb6z6 eléfordulasi helyiikon mas-mas indexet kapjanak.

5.46. példa - Automata megadasa regularis kifejezéshez

Legyenck az eléallitand6 nyelvek L, = aa*, L, = bb", Ly =(aa*b+bb*aXa+b)"

Ekkor egy lehetséges indexelés eredménye:
Ll = ala’é, Lz = b3bz, L3 = (a5a’gb7 + bgb;alo)(al 1 + b12)*'

Legyenek u és v indexelt betiik. Azt mondjuk, hogy az u indexelt betli megeldzi a v indexelt betiit,
jelekben: u << v, ha az u index nélkiili «' és v index nélkiili v' forméjahoz 1étezik olyan p szd, mely
benne van legalabb egy adott L{1<i<k) nyelvben és eléall p=wu'v'z alakban valamely w, z € T*-
ra. Az u indexelt betlit kezddbetiinek nevezziik, ha index nélkiil formaja elsé betiije legalabb egy
olyan szénak, amely legalabb egy L{1<i<k)- ben benne van. Végiil, az u indexelt beziit zdrdbetiinek
hivunk, ha index nélkiili formaja utolsé betiije olyan szonak, mely legalabb egy L{1<i<k)- ben
benne van.

Az 5.46. példa - Automata megadasa regularis kifejezéshez megoldasanak folytatasa: betiik
osztalyozasa

Példankban a kezddbetlik: a;, bs, as, bg.

Zarobetik: ay, ay, b3, b4, b7, A A1 b12

Emellett:

ay < ay, b7 S any, b]z,
a K a, bS S b9, a0
by << by; by << by ay;
as < ag, b7, an < apy, b]z,
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Ezek utan a keresett véges felismeré FA=(Q, T, qy d, F) automatét a kdvetkezd médon definidljuk:

Legyen g, tetszéleges szimbolum. Legyen ezutn d(qo, d?d) minden i=1, ...,n- re az a) betl
azon indexelt valtozatainak azon q(li) halmaza, melyek kezdébetiik. Ily modon definialjuk el6szor a
q(ll), q(12), oo q(l’l) halmazokat mint FA4- beli allapotokat. Megjegyezziik, hogy ha valamelyik 7 - beli

ad betfl egyik indexelt véltozata sem kezddbetti, akkor ¢() az iires halmaz.

A tobbi allapotot rekurzidval definialjuk a kovetkez6 modon: Ha mar egy ¢ allapot definialva
van, akkor minden i=1, ..., n- re a d(g, ) allapot legyen az a(i) betii azon indexelt valtozatainak
halmaza, melyeket megeldz legalabb egy ¢ - beli betii. (Ez a ¢- beli indexelt betli természetesen nem
sziikségképp az ali) betli indexelt valtozata.) Természetesen eléfordulhat az is, hogy az al) betiinek
nincs egyetlen ilyen indexelt valtozata sem, s ekkor d(q, i) az iires halmaz. Az is eléfordulhat, hogy
¢ maga is az iires halmaz. Ezesetben d(q, ad) = g fog fennallni a konstrukcionk értelmében.

Vilagos, hogy az igy definidlt F4 automata inicidlisan Osszefliggd, azaz a kezddallapotabol
alkalmas bemend szavakkal barmely allapota elérhetd. Az is vilagos, hogy véges, hisz allapotainak
szama legfeljebb annyi mint a bemené abécé Gsszes részhalmazainak halmaza, azaz 2"+ 1 Végiil,
konstrukcionk alapjan minden p€ L, i=1 ..., k nem iires sz6 esetén a p szd az igy megkonstrualt
automatat a kezddallapotbol egy olyan allapotba viszi at, melynek legalabb egy indexelt betiije az L;
nyelv zarobetiije. Ugyancsak konstrukcionk alapjan lathatd, hogy ha g & L; akkor ez nem all fenn.
Tehat minden i=1, ..., k- raaz Li\{i} nyelv eldallithaté az F'4 automataban azzal az F'; halmazzal,
amely azokbdl az allapotokbol 4ll, melyek legalabb egy L;- beli zardbetiit tartalmaznak. Amennyiben
az lires sz0 eleme L; - nek, akkor F';- hez még hozza kell venni a 9, kezddallapotot is.

Az 5.46. példa - Automata megadasa regularis kifejezéshez folytatisa: a megkonstrualt
automata:

Példankban az F A automata megszerkesztése igy alakul:

d(qy @ =la,as=q, d(q, b)=1b) =g,
dlgy, b)=1bs bgt=q., gy a)=ta;y=q,
d(q, a)=1ay, agh =g, d(gy D) =1b15 =gy
d(q, b)=1b=q, dq, @ =la;y=q.,
d(q, d=la;p =g, d(q, b)=1byp) =g,
d(q,, b)=1by bo} = g, dq, d=la;=q.,
d(qy a)=1ay, agh =g, d(q, D) =115} = gy
d(qy b)= bi=q, d(qy a)= ajp=q,
dlq, a)=ta;}=q., d(q, D) =1b15 =qq

A kapott 4, kezddallapoti automata atmenet tablazata:

FA 9, q, q, 4, q, qs 9 9, qq
a 9 3 9s 43 17 17 95 47 17
b g, 4 96 4, g g 96 qg dg

Ebben az automataban eldallithato

az Lynyelvaz F|= {ql, q3} végallapothalmazzal,
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az L, nyelv az Fy = {qz, q 6} végallapothalmazzal,
az Lynyelv az F3=1{q 9597 qg} végallapothalmazzal. Q.E.D. J

Ezzel tehat belattuk, hogy a reguldris kifejezések altal leirt nyelvosztaly éppen a véges automatakkal
felismerhetd nyelvek osztalya, vagyis a Chomsky-féle 3. tipusti nyelvek osztalya.

Ezek szerint egy regularis nyelvet megadhatunk regularis nyelvtannal, véges (determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus) felismerd automataval vagy regularis kifejezéssel (illetve szintaxis graffal a
Szintaxis graf alfejezetben ismertetett modon).

5.8. Véges automatak altal indukalhato
leképezések

Ebben a részben a véges automatak altal indukalhat6 leképezéseket (1asd Az automatak altal indukalt
leképezések fejezet) a regularis nyelvekkel kapcsolatosan vizsgaljuk.

Ervényes a kovetkezd allitas.

3. Segédtétel. Tetsz8leges ¢: T" — V™ automata leképezés esetén egy b € V akkor és csak akkor lesz
valamely w € T™- ra a ¢{w) képsz6 valamely betiije, ha van olyan w' € T%, hogy b a ¢(w") képsz6 utolsd
betiije.

Bizonyitds. Legyen ¢: T" — V" tetszéleges automata leképezés, s tételezziik fel, hogy valamely w € T*
esetén a b € Y betii eléfordul a p(w) képszoban. Ekkor o(w) el6all ¢(w) = pbr alakban, ahol p, r € V™.
Mivel ¢ hossztarto, |w|=|gw)| igy w eléall w= uav alakban, ahol lul=|p| a€ T és|v|=|r| Raadasul
a hossztart6 tulajdonsag miatt p(ua) és pb hossza is sziikségképp megegyezik. Masrészt ¢ kezddszelet
tartd, azaz @lua) = pb. Ha tehat b€ V eléfordul egy képszoban, akkor eléfordul egy (esetleg masik)
képszo utolso betlijeként is. Q.E.D.

A tovabbiakban olyan ¢: T — V" automata leképezésekre szoritkozunk, ahol minden b € V eléfordul
legaldbb egy w € T™ sz6 képszavaban. Fenti segédtételiink értelmében ekkor minden b€ V ¢lé fog
fordulni legalabb egy w € T™ sz6 képszavanak utolso6 betiijeként.

Legyenek T és V véges halmazok és legyen ¢: T — V™ tetsz8leges (nem feltétlen véges allapoti)
automata leképezés. Megmutatjuk, hogy ¢ jellemezheté nyelvek egy alkalmas rendszerével.
Tetszleges b€ V - re legyen L, ={w € T*| > pw) = b}. Mas széval, az L, legyen azoknak a T™*- beli
w szavaknak a halmaza, amelyek a ¢ leképezésnél a b- re végz6do szoba esnek at. Tekintsiik az ilyen
L, nyelvek halmazat: Hy=1{L,| b€ V}. Hy eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

(a) Hyp véges sok elembdl all.

O)VLDLEV:bED=>L,NLy=O.

(c) Minden nem iires w € T*- hoz van olyan b€ V, hogy wE€ L;,

(d) A Aiires sz6 nincs benne egyik L, - ben sem.

Az (a)-(d) feltételek jelentése az, hogy az L,(b€V) nyelvek a T*\{l} halmaz egy véges
indexii osztalyozasat alkotjak. Az (a)-(d) feltételeknek eleget tevé nyelvrendszereket automata

nyelvrendszereknek nevezzik.

28. Tétel. Ha a T és V véges halmazok, akkor minden ¢:7"— V" automata leképezéshez
hozzarendelhetd a T feletti nyelvalgebra egy H, automata nyelvrendszere. Megforditva, a véges T
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abéce feletti nyelvalgebra barmely H automata nyelvrendszere a véges J halmaz elemeinek jel61ésétol
eltekintve egyértelmiien meghatérozza azt a ¢ : T* — V" automata leképezést, melyre H,= H.

Bizonyitas. A tétel elsg felét mar belattuk. Masodik felének bizonyitasdhoz legyen H az
LAy nyelvalgebra egy tetszOleges automata nyelvrendszere és legyen H ={H, ..., H,. Legyen
tovabba ¥ =11, ..., n} és hatdrozzuk meg azt a ¢: T*— V" automata leképezést, melyre tetszéleges
w=ayaq €T, ay, ..., a € T'szo esetén plw) =iy iy, ahola) € H;}, aja € Hiy, ..., a1 a € H;,. Bz
a ¢ leképezés nyilvan automata leképezés és ra Hy= H teljesiil. Q.E.D.

A tétel azt fejezi ki, hogy a véges T és V halmazokhoz tartozd ¢:7"— V™ alaki automata
leképezések a V' elemeinek jelolésétdl eltekintve egy-egy értelmii modon jellemezhet6k nyelvek
bizonyos rendszerével. Igy valoban eljutottunk az automata leképezések olyan megadasi modjahoz,
mely a korabban kirott feltételeinket teljesiti.

Egy 4 automatahoz tartozo K 4 kanonikus nyelvrendszeren az 4 automata 4altal indukalt leképezéshez
tartozo automata nyelvrendszert értjiik. Képletben: K = Hy . (Itt feltessziik, hogy A inicialis automata,
melynek bemend és kimend jelhalmaza véges.) A definiciobodl kozvetleniil adodik:

29. Tétel. Egy véges T és V halmazokkal rendelkezé A=(Q, T, V, 4y d, f) automata akkor és csak

akkor indukalja a ¢:T"— V" automata leképezést, ha a ¢- hez tartozd automata nyelvrendszer
egybeesik az 4- hoz tartoz6 kanonikus nyelvrendszerrel. Q.E.D.

Ebben a fejezetben eddig végig feltételeztiik, hogy az T és ¥ halmazok végesek. Most tovabb sziikitjiik
vizsgélataink korét és az allapothalmaz végességét is kikotjiik. Mas szoval, a tovabbiakban csupan
véges automatakkal foglalkozunk. Arra vonatkozoan, hogy milyen leképezések indukalhatéak véges
automatékkal, érvényes a kovetkezo tétel.

30. Tétel. (Véges Automatik Alaptétele) A véges T és V halmazok esetén egy ¢: T" — V" automata
leképezés akkor és csak akkor indukalhatd véges automatdban, ha a ¢- hez tartozd Hy automata
nyelvrendszer minden eleme regularis nyelv.

Bizonyitds. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy T és V véges halmazok, sa ¢: 7" — V™
automata leképezés indukalhato a véges 4=(Q, T, V, 4y d, ) automataval. Akkor Gill tétele szerint
van olyan véges A'=(Q"\ T, V, 4y d', g) Moore-automata is, mely ugyancsak indukalja a ¢ leképezést.
Minden b€V - re legyen Q'b={q'€Q'| glg)=b}, azaz legyen Q'b az A' automata b allapotjelii
allapotainak halmaza és jelolje Lj azt a nyelvet, mely az A"=(Q' T, dy d") kimend jel nélkiili

automataban a Q'b halmazzal elééllithatd (vagyis a (Q', T, 4y d', Q'b) altal elfogadott nyelv), azaz

legyen L'b:L/QI,”. Mivel az A4 véges, az analizisre vonatkozé tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy L,
minden b€V - re regularis nyelv. Ezért a sziikségességhez azt kell csupan megmutatni, hogy
ha Hy=1{L,|b€V}, akkor minden b€V - ra L,= L;, Ez pedig a kdvetkezé szadmolassal adodik:
wEL, e > gw=be > W=be o W=be >gdg,w)=bs >dg,weQ, & weL,
Ezzel a sziikségesség igazolasat befejeztiik.

Az elegenddség kimutatasahoz tegyiik fel, hogy a véges T és V halmazokra megadott ¢: 7" — V™
automata leképezés Hy= {Lbl’ s Lp m} automata nyelvrendszeréhez 1étezik olyan 4"=(Q, T, 9 d)
inicialis kimené jel nélkiili automata, amelyben az Lpp ..., Ly, nyelvek rendre eléallithatok
a Q allapothalmaz Ql’ ...» @, részhalmazaival. Bévitsik ki az A"=(Q, T, iy d) automatat az
Legyen g(qo) egy tetszOlegesen rogzitett V' - beli elem, tovabba legyen minden g € Ql, iell, ..., m
mellett glg)=b;, Minthogy H, automata nyelvrendszer, azért a Ql’ ..., O, paronként diszjunkt

halmazok. fgy g definicioja egyértelmii. Megmutatjuk, hogy az 4 Moore-automata indukalja a
¢ leképezést. Ehhez az eldzdek alapjan elegendd kimutatni, hogy a K A:{Rbi|bi€ V} kanonikus
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nyelvrendszer egybeesik a Hy automata nyelvrendszerrel. Ez pedig a kovetkezd szdmolassal adodik:
wE Rp; < > goA(w): b > g(d(qo, w)=b; < > d(qo, w)€E O, = wE Ly,

Ezzel az elegendOség igazolasat is befejeztiik. Q.E.D.

Az analizisre ¢és a szintézisre vonatkozo tétel a most bebizonyitott tétellel egyiitt - konstruktiv
bizonyitasukat konkrét esetre alkalmazva - algoritmust szolgaltat az analizis és a szintézis eredeti
értelemben vett megoldasara.

5.47. példa - Automata nyelvrendszer

Legyen T ={a, b} és az T*\1} félcsoportot bontsuk fel a kovetkezé modon:
L legyen az 6sszes, csupa a jelbdl all6 szavak halmaza,

L, legyen az &sszes, csupa b jelbdl 4ll6 szavak halmaza,

Ly legyen az Osszes tobbi szavak halmaza.

Ez a nyelvrendszer automata nyelvrendszer, mégpedig minden eleme regularis nyelv, hiszen nyilvan

Ly=aa*, Ly="bb", Ly=(aa*b+ bb*aXa+b)". Vegyiik észre, hogy a véges automaték szintézisénél targyalt
Gluskov modszert épp erre a harom nyelvre alkalmaztuk, igy az ott kapott 9 allapoti 4 automata
jatszhatja az alaptétel elegenddsége bizonyitasa soran A"- vel jeldlt kimend jel nélkiili automata
szerepét. Ha most ezt az automatat kimend jellel bir6 automatava egészitjiik ki gy hogy az L, L,, L,
nyelvekhez rendre hozzarendeljiik az u, v, w szimbolumokat, s a jelfiiggvényt az alaptétel elegend6sége
bizonyitasanal latott modon definialjuk, akkor az alabbi Moore-automatahoz jutunk, mely az L, L,, Ly
nyelvrendszerrel megadott leképezést indukalja. Az Aufenkamp-Hohn algoritmussal meghatarozhato
az ezen leképezést indukalo minimalis (négy allapotll) automata. Ennek ismertetését mell6zziik.

A tetsz. u % u w w % w w

4, 4, q, q, q, qs 4 4, qq
a 9 93 9s 93 97 97 9s 97 4,
b 9, q, 96 q, g qq 96 g dq
O

Eredményeink alapjan algoritmust tudunk konstrualni annak elddntésére is, hogy két regularis
kifejezés ekvivalens-e, azaz egy €s ugyanazon regularis nyelv reguldris kifejezéseirdl van-e szo.
Gluskov modszerével ugyanis mindkettéhdz meg tudunk szerkeszteni egy-egy inicidlis kimend jel
nélkili automatat, melyek allapotaik alkalmas részhalmazéval ezeket a nyelveket felismerik. Vehetjiik
a véges determinisztikus felismerd automatdkat és minimalizalhatjuk Oket. Ezutdn mar csak azt
kell eldonteniink, hogy a kapott két automata allapot-izomorf-e egymassal ugy, hogy egy alkalmas
izomorfizmus a kezddallapotokat egymashoz rendeli. Véges automatakra ez nyilvan eldonthet6. Ha
igen a valasz, akkor a két regularis kifejezés ekvivalens, kiilonben nem.

A fentiek alapjan algoritmus adhaté egy regularis kifejezéssel megadott regularis nyelvhez a
legrovidebb vele ekvivalens regularis kifejezés meghatarozasahoz is: Végig kell vizsgalni az dsszes,
a mi regularis kifejezésiinknél nem hosszabb olyan regularis kifejezéseket, melyek Osszes valtozoi
legalabb egyszer eléfordulnak az adott regularis kifejezésben. A vizsgalat soran ki kell valasztani
azokat a regularis kifejezéseket, melyek ekvivalensek az adott regularis kifejezéssel, s a legrovidebbet
(vagy ha tobb ilyen van akkor az egyik legrovidebbet) meg kell tartanunk.

Cél lehet egy adott regularis kifejezéshez megtalalni egy vele ekvivalens olyan regularis kifejezést,
melyben valtozok a lehetd legkevesebbszer fordulnak elé. Nyilvan csak azok a regularis kifejezések
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johetnek szamitasba, melyekben a valtozok eléfordulasi szama nem nagyobb, mint az adott regularis
kifejezésben. Ha ez a szam és a zarojel-parok szama ismert, akkor felsd korlatot tudunk adni a
vizsgalando regularis kifejezések hosszara. Nevezetesen, legfeljebb annyi iteracios jelet tartalmazhat,
mint a zardjel-parok szama plusz a valtozok eléfordulasi szama. Az Osszeadasjelek és a szorzasok
szamanak 6sszege ennél az értéknél kisebb, mert a legelso eléfordulas elé (ami vagy egy kezd6 zarojel,
vagy egy valtozd) nem tesziink miveleti jelet. Belathato, hogy a nem elhagyhat6 zardjelparok szama
kisebb mint a valtozok el6fordulési szama. Vagyis ha csupan nem elhagyhat6 zarojeleket tételeziink
fel, a minimalis valtozé eléfordulasi szami regularis kifejezés (vagy ha tobb van akkor ezek egyike)
meghatarozhato.

5.9. Szoprobléma

A regularis nyelvek esetén a szoprobléma nyagyon hatékonyan megoldhatd. Ha megszerkesztiink egy
az adott nyelvet elfogado determinisztikus véges automatat, akkor annak segitségével a szot betlinként
elolvasva végig kovetve az automata futasat (legkésobb) a sz6 végére érve megkapjuk a valaszt a
kérdésre: ha végallapotba jutottunk a sz6 végén, akkor a sz6 benne van az adott regularis nyelvben; ha
nem végallapotba jutottunk, vagy (parcialis automata esetén) idokozben elakadtunk a feldolgozassal,
akkor a keresett sz6 nincs a nyelvben.

Tehat a probléma valds idében megoldhato, ahany bettibdl all az input sz6, annyi 1€pés utan tudjuk
a valaszt.

Hasonléan hatékony algoritmus készithetd, ha G=(N, T, S, H) erds normalformaju regularis
nyelvtannal adott a nyelv. Ekkor egy linearis felismerési matrixot készithetlink (a matrix mezdibe
(cellaiba) a nemterminalisok részhalmazai fognak keriilni).

Legyen a w elemzendd szo6 hossza n, ekkor egy 1 soros n+ 1 mezobdl allé sormatrixot készitiink, a
mezoket 0-tol n- ig szdmozzuk. Az i- edik mez0 f6lé odairjuk az input sz6 i- edik betlijét, a;- t, a
0. mez6be pedig a nyelvtan S mondatszimbolumat.

Ezutan a celldkat balrdl jobbra haladva toltjiikk ki: az i- edik (O<i<n) cellaba beirunk egy A4
nemterminadlist, pontosan akkor ha az (i-1)-edik celldban van olyan B nemtermindlis, amelyre
B—a, A€ H.

Az n- edik cella kitdltése: akkor irunk egy + jelet a cellaba, ha van olyan nemterminalis B az (n-1)-

edik celldban, melyre B — a, € H. A w sz6 pontosan akor van benne az L(G) generalt nyelvben, ha
az n- edik cellaba + kertilt.

Az ismertetett algoritmus éppen a nemdeterminisztikus liresszoatmenet nélkiili automata lehetséges
futasait szimulalja az adott bemend szora.

5.10. Iteracios lemma regularis nyelvekre

A kovetkezd tétel egy hatékony eszkoz lehet annak megmutatisara, hogy valamely nyelv nem
regularis. A tételt iteracids- vagy pumpald lemma néven szokas emlegetni.

31. Tétel. Legyen L regularis nyelv. Ekkor létezik az L- hez olyan n konstans, hogy ha z
egy n- nél hosszabb L- beli szo, akkor alkalmas u v, w szavakra teljesiilnek a kdvetkezdk:
z=uwww, |uv| <n, |v| >0, tovabba tetsz6leges nemnegativ i - re uviw € L.

Bizonyitds. Legyen L regularis, ekkor legyen FA=(Q, T, dy d, F) minimalis determinisztikus

automata gy, hogy L(FA)= L. Legyen n=|Q|+ 1. Ekkor barmely z € L,|z|>n szét is tekintjiik az
automata bemenetének, biztosan van olyan allapot, amelyet F'4 a sz6 elfogadasa soran legalabb kétszer
érint, s6t az els6 n 1épés alatt is lennie kell ilyen ¢ allapotnak. Bontsuk fel z sz6t ennek megfelelden:
legyen u a z olyan prefixe amely a kezdéallapotbol (elészor) g - ba viszi az automatat, v pedig olyan,
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amely az automatit ¢- bol indulva ugyancsak ¢- ba viszi (méasodszor). Ekkor |uv|< n fennall. Mivel
a q két eléfordulasa kozt az automatanak legalabb egy 1épése tortént, azaz legalabb egy input betlit
beolvasott |v|> 0 is teljesiil.

Amennyiben az automata a g allapotbol indulva a w szot olvassa, elfogadé allapotba keriil. Ennek

megfelelden az uw inputot 4 elfogadja. Hasonléan minden uviw (i > 0) alakt szot is elfogad, hiszen
u a q allapotba viszi, ahonnan indulva a vi szavak elolvasasa utdn ugyancsak g allapotba jutunk, végiil
innen w egy végallapotba vezet.

A tétel igazolasat ezzel befejeztiik. Q.E.D.

5.48. példa - Iteracios lemma alkalmazasa

Legyen L=1{ab" | m> 0}. Felhasznélva a regularis pumpalo lemmat, kimutatjuk, hogy ez a nyelv nem
regularis. Tegyiik fel hogy az, s jel6ljon n egy konstanst, mely mellett L kielégiti a regularis pumpald
lemma tulajdonsagait. Ilyen 7- t viszont nem fogunk talalni, hiszen az a"b" sz6 minden olyan wvw
felbontésara, melyre |uv| <n és |v| >0, azt kapjuk, hogy uw=amMb", azaz uw & L. (Hasonloan,
minden i > 1- re uviw = ar+ (=D Mp" & L) Ezt az ellentmondast csak az indirekt feltevésiink hamissaga
okozhatja, tehat L nem regularis. [

Egyébként a példabeli nyelv a G = (S}, {a, b}, S,{S — aSh, S — ab}) linearis nyelvtannal generalhato.

5.11. Zartsagi tulajdonsagok

A regularis nyelvek zartak a regularis miiveletekre nézve, ami a regularis kifejezésekkel vald
megadasukra emlékezve magatol értetdo.

Ezzel szemben, ha csak a regularis nyelvtanokkal, vagy véges automatakkal tudnank leirni ezeket a
nyelveket a probléma nem tiinne ilyen egyszertinek.

A kovetkezd tétel bizonyitasaban konstrukciét adunk a nyelvmiiveletekkel eldallitott nyelvek
nyelvtanokkal torténd eldallitasara.

32. Tétel. A regularis nyelvek osztilya zart a reguldris miiveletekre nézve, azaz tetszbleges
G=WN,T,S, H) é G,=(N,,T,S, H, regularis nyelvtanokhoz megkonstrulhatok olyan
nyelvtanok amelyek L(G) U I(G,), I(G)I(G,), illetve (I(G)) nyelveket generdlnak.

Bizonyitds. A bizonyitas soran az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy NN N,= .

Unié (egyesités). Legyen S olyan {ij nemterminalis, amely eddig nem szerepelt sem N;- ben, sem
pedig N,- ben. A

G.=(NJUN,UIS,, T, Sy HHUH,UIS —> S, S—S,)

regularis nyelvtan ekkor az L; U L, nyelvet generéalja. A G, nyelvtanban az S mondatszimbolumra két
szabaly alkalmazhato, vagy a G, vagy a G, mondatszimbolumat vezetjiik be, ezutan viszont N és N,
diszjunktsdga miatt csak a valasztott nyelvtan szabdlyai lesznek alkalmazhatdak.

Konkatenacio. Legyen
G=(N{UN,T,S, H,Uid—VvB | A—»vBEH,BENJU4—VS, | A>vEH,vET?.

Vilagos hogy ez a nyelvtan regularis, masrészt pontosan akkor amikor az elsé nyelvtanban befejezédne
egy levezetés, az Uj nyelvtanban az elsé nyelvbeli levezetett sz6 utan megjelenik a masodik nyelvtan
mondatszimb6luma a mondatforméban, igy G.az L(G)L(G,)- t generélja.
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Kleene iterdacio (a konkatendcio lezdardsa). Legyen S & N, tovabba legyen H' az a szabalyrendszer,

amiben helyettesitjiik a //; minden 4—v ( AEN,, ve T") szabélyat az 4—vS szabillyal. Az igy
kapott H' szabalyhalmazzal és S- sel képezett

G,=(N\U{SL T,S, HUH'U{S—> 1, S—S})

nyelvtan az ((G))" nyelvet generélja és regularis. Q.E.D.

A bizonyitasban hasznalt konstrukciok, illetve az alapnyelveket generald egyszeri regularis
nyelvtanok (pl. (S}, 14, b, ¢}, S, 1S — a}) segitségével barmily regularis kifejezéshez legyarthatjuk azt
a regularis nyelvtant, amely a kifejezéssel leirt nyelvet generalja.

A tovabbiakban halmazmiiveletekre valo zartsagot fogunk bizonyitani determinisztikus elfogado
automatat felhasznalva.

33. Tétel. A regularis nyelvek halmaza zart a metszet miiveletre.

Bizonyitas. Legyen adott két regularis nyelv az Oket elfogadd determinisztikus automatakkal:
FA=(O, T, dy d,F) és FA'=(Q, T, Ay d', F") ekkor megkonstrudljuk azt az automatat, amely az
L(FA) N L(F 4) nyelvet fogadja el: legyen

Fan=(0% 0\ T, (g, ¢, dp, F < F),
ahol d((q, ¢), @) = (d(q, @), d(q', @) minden g€ Q, ¢'€ Q', a € T esetén.

Az automata allapotparokkal dolgozik, a par elsé tagja FA- t, a masodik tagja FA'- t szimulalja,
elfogadni pontosan akkor fog, ha mindkét szimulalt automata egyszerre fogadna el. Q.E.D.

34. Tétel. A regularis nyelvek halmaza zart a komplementerképzés miiveletre.

Bizonyitas. Legyen adott a regularis nyelv a teljesen definialt determinisztikus elfogad6 automataval,
FA=(Q, T, iy d, F)- el. Ekkor egy w € T* sz6t az automata pontosan akkor fogad el, ha d" (qo, w)E F.

Legyen tehit FA4.=(Q, T, 4y d, Q\F ), ekkor minden szora pontosan ugyanaz a futas lesz, ami az

eredeti /'4 automataban, azzal a kiilonbséggel, hogy éppen akkor fog a futas végén az 01j automata
elfogadni, amikor a régi nem fogadott el, és forditva. Q.E.D.
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5.49. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 1. feladat

Adjuk meg az L=a"b U b'a regularis kifejezéssel
megadott nyelvet general6 regularis nyelvtant!
Megoldas:

(I) A feladat megoldasahoz els6 1épésben vezessiink be minden terminalis betihdz
egy regularis nyelvtant, mely kizarélag az adott terminalist generalja.

Jelen esetben a kiinduld nyelvtanok a kovetkezok:
G,=({4},{a},4,{4 —a}),
Gp=({B}, {b},B,{B —b}).

(II.) Ezek utan a kifejezésben beliilrdl kifelé haladva épitjiik fel a nyelvtant a kdvetkezéképpen:
1. Adott G=(V,T,S,H) nyelvtan esetén az L(G)* nyelvet general6 nyelvtant megkaphatjuk,

ha az 6sszes A— p alaku szabaly mellé - ahol p € T*, - bevezetjiik az 4— pS alaku szabalyt is,
valamint bevezetjiik az S, uj mondatszimbolumot és az Sr—A, S,— S szabalyokat.

Jelen esetben:
Go=({4,5},{a},S,{4d— a,A— ad, S—),5— A}),
Gp=({B,S},{b},S,{B— b,B— bB, S—,5— B}).

2. Adott G1=(N,T,S,H) és Go,=(N",T" S, H') nyelvtanok esetén - ahol NN N=O - az
L(G)=L(G)L(G,) konkatenalt nyelvet generalo nyelvtan eldallitasahoz

els6 1épésben az 6sszes H-beli A— p szabalyt - ahol p € T -azA— pS, szabalyra cseréljik.
Az igy kapott szabalyhalmazt jeloljiik H"-vel. Ezek utan G=(NU N, TU T'S,H"U H').

Jelen esetben:
G, »=({4,8,B},{a,b},S,{A— aB,A— aA, S— B, S— A,B— b}),
Gp,=({B,S,4},{b,a},S,{B— bA,B— bB, S— A,S— B,A— a}).

3. Adott G1=(N,T,S,H) és G,=(N'",T",S»,H") nyelvtanok esetén - ahol
NNN'=J - az
L(G)=L(G|) VU L(G,) nyelvet general6 nyelvtan eléallitasdhoz
aG=(NU N'U {83}, TU T' S5, HU H'U {S3— S, S3— S>}) nyelvtan megfeleld lesz,
ahol S3 nem eleme az N, N', 7, T" halmazok egyikének sem.
Jelen esetben a 2. pontban megadott G,*, és Gp*, nyelvtanok esetén nem teljesiil az a feltétel,
miszerint a nemterminalisok halmazai diszjunktak, ezért az egyik nyelvtanban el6szor at kell
jelolni a nemterminalisokat.
Legyen példaul
G'»=({C,S2,D},{a,b},S5, {C— aD,C— aC, S;— D,S;— C,D— b})!

Természetesen a nemterminalisok atjeldlése nem befolyasolja a generalt nyelvet, azaz
L(G'sp)=L(Ga'p).

Ezek utdn mar meg tudjuk adni a

Gt~ (1C82,D,B,S, 4,83}, 1a,b},83, {C— aD, C— aC,

S»— D, S§— C, D— b, B— bA, B— bB, S— A, S— B, A— a, 53—, $3— S})
regularis nyelvtant, mely pontosan az L nyelvet generalja. [
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5.50. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 2. feladat

Adjuk meg az L=(a U b)* regularis kifejezéssel megadott nyelvet general6 regularis nyelvtant!

Megoldas:

L)
Go=({4},{a},4,{4—a}),
Gp=({B},{b},B,{B—b}),

(IL)
1. G,y =({4,B,5},{a,b},S, {A—a, B—b,S—A4,S—B}),

2. G(aub)*:({A,B,S,Sz}, {a,b},Sy,{A—a, A—aS, B—b, B—bS,
S—A, S—B, $—7, $—S}). O

5.51. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 3. feladat

Adjuk meg az L=ab’c regularis kifejezéssel megadott nyelvet generalo regularis nyelvtant!

Megoldas:
8
G,=({4},{a}.4,{d—a}),
Gp=({B},{b},B, {B—b}),
Ge=({C}, {c},C{C=c}).
(L)
1. Gp*=({B,S},{b},S,{B—b, B—bB, S—1, S—B})
2. Gu*=({4,B,S},{a,b},4,{4—aS, B—b, B—bB, S—), S—B})
3. Gop'.=({4,B,S,C},{a,b},A,{A—aS, B—bC, B—bB, S—C, S—B, C—c}). O

5.52. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 4. feladat

Adjuk meg az L:(ab*)* regularis kifejezéssel megadott nyelvet generalo6 reguléris nyelvtant!

Megoldas:

1)
G,=({4},{a},4,{A—a}),
Gp=({B}, {b},B,{B—b}).

L)
1. Gy=({B,S},{b},S, {B—b, B—bB, S—1, S—B}),
2. Gup*=({4,B,5},{a,b},A,{A—aS, B—b, B—bB, S—1, S—B}),
3. Gapy=({4,B,5,5:},{a,b},S,, {A—aS, B—b, B—bA, B—bB, §—),
S—A, S—B, S)—1, S,—A}). O
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5.53. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 5. feladat

Adjuk meg az L=a ‘bU b” regularis kifejezéssel megadott nyelvet generald regularis nyelvtant!

Megoldas:

(L)
Ga=({4},{a}.4, {A—a}),
Gp=({B},{b}.B, {B—D}).

(IL.)
1. G,*=({4,5},{b},S, {A—a, A—aA, S—I, S—A}),
2. G,»=({4,S,B},{a,b},S,{A—aB, A—aAd, S—B, S—A, B—b}),
3. Gp*=({B,S},{b},S,{B—b, B—bB, S—1, S—B}),
4. G'y=({D,Z},{b},Z,{D—b, D—bD, Z—), Z—D}),
5. Guyuy=(14,8,8,D,2,5},{a,b},85, {A—aB, A—ad, S—B, S—A, B—b,
D—b, D—bD, Z—), Z—D, S»—S, $—Z}). [

5.54. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 6. feladat

Adjuk meg az L=a"Ub uc" regularis kifejezéssel megadott nyelvet generald regularis nyelvtant!

Megoldas:
L)
Go=({4}.{a},4,{A—a}),
Gp=({B},{b},B,{B—b}),
Ge=({C}.{c},C{C—c}).
(IL)
1. G,=({4,5},{a},S, {A—a, A—ad, S—1,5—A}),
2. Gp*=({B,S},{b},S,{B—b, B—bB, S—J, S—B}),
3. G';*=({4,85},{a},S», {A—a, A—ad, Sr—1, SH—A}),
4. G y=(14,82,B,5,83},{a,b},S35, {A—a, A—ad, S$—1, SH—4,
B—b, B—bB, S—1, S—B, 53—, S3—S5}),
5. G.=({C,S},{c},S,{C—c, C—cC, S—), S—C}),
6. G'.*=({C,S84},{c},S4,{C—c, C—cC, S4—1, S4—C?}),
7. G o= (14,82,B,5,83,C,84,55}, {a,b,c},S5, {A—a, A—ad, S)—4, S$H—A4,
B—b, B—bB, S—1, S—B, S3—8,, S3—8, C—c, C—cC, S4—4, S4—C,
S5—83, S5—84}). O
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5.55. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 7. feladat

Adjuk meg az L=(ab U ¢) *(ba)* regularis kifejezéssel megadott nyelvet generalo regularis nyelvtant!

Megoldas:
1)
Go=({4},{a},4,{d—a}),
Gp=({B},{b},B.{B—b}),
Ge=({C},{c},C{C—c)).
(IL.)
1. Go»=({4,B},{a,b},A,{A—aB, B—b}),
2. Gpa=({B,A},{b,a},B,{B—bA, A—a}),
3. G =({4,B,C,S},{a,b,c},S, {A—aB, B—b, C—c, S—4, S— C}),
4. G(abUc)*:( {4,B,C,S8,5,},{a,b,c},S», {A—aB,

B—b, B—bS, C—c, C—cS, S—A4, S—C, $,—4, $,—S}),
5. Gay=({B,A,S},{b,a},S,{B—bA, A—a, A—aB, S—I, S—B}),
6. G'pay=({D,C.Z},{b,a},Z, {D—bC, C—a, C—aD, Z—), Z—D}),
7. G(abuc)*(ba)*=({A,B,C,S,Sz,D,C,Z},{a,b,c},Sz,

{4d—aB, B—bZ, B—bS, C—cZ, C—cS, S—A, S—C, S,—Z,
S»—S, D—bC, C—a, C—aD, Z—1, Z—D}). [

5.56. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 8. feladat

Adjuk meg az L=(a *ba" U aa)* regularis kifejezéssel megadott nyelvet generalo regularis nyelvtant!

Megoldas:

L)
Go=({4},{a},4,{4—a}),
Gp=({B},{b},B,{B—b}).

(IL.)

1. G,*=({4,5},{a},S, {A—a,A—ad, S—1,5—A4}),

2. G,»=({4,S,B},{a,b},S,{A—aB,A—aA, S—B,S—A,B—b}),

3. G'=({CZ},{a},Z, {C—a,C—aC, Z—1,Z—C}),

4. G, 'pa*=({4,8,B,C,Z},{a,b},S,{A—aB, r;ad,S—B,S—A,B—bZ,
C—a, C—aC, Z—4, Z—C}),

5. G'o=({E}, {a}, E {E—a}),

6. Gou=({4,E}, {a}, A, {A—aE,E—a}),

1. G'aa=({FE} {a}, E{F—aE ,E—ay}),

8. Guppua—({4.8,B,C.Z EE,S>},{a,b},S), {A—aB, A—aA,S—B,5—A4,
B—bZ, C—a,C—aC,Z—A, Z— C, F—aE E—a,5;—S, S»—F}),

9. G(a*ba*Uaa)"C({A’ S, B, C Z EE,S,, S3},{ab}, S3, {A—aB, A—aA,
S—B, S—A, B—bZ, C—aS,, C—aC, Z— S), Z—C, F—aE, E—aS),
S$H—8, $H—F S3—4, $3—81}). O

5.12. Irodalmi megjegyzések

Habar a regularis nyelvek elmélete és alkalmazasa is nagy multra tekint vissza, a témakor ma is
aktiv kutatasi teriilet. A regularis kifejezések unié-normalformaja [Nagy 2004] munkaban kertilt
bevezetésre, néhany ezzel kapcsolatos eredmény [Nagy 2010d]-ben is talalhato; [Afonin, Golomazov
2009]-ben bizonyitottak, hogy a regularis nyelvek uniobonyolultsaganak meghatarozasa, mint feladat
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megoldhat6. Az unidmentes nyelvek és specialis véges automatak kapcsolatat a [Nagy 2006a] cikk
targyalja.
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6. fejezet - Linearis nyelvek

A Chomsky-féle nyelvcesaladok kozt a 3. (regularis) és a 2. (kornyezetfiiggetlen) kozott elhelyezkedd
nyelvcsalad. Definici6 szerint egy nyelvtan akkor lineéris, ha kdrnyezetfiiggetlen és minden szabaly
jobb oldalan maximum egy nemterminalis all.

6.1. példa - A kétbetiis abécé feletti palindromak (vagy tiikorszavak) nyelvét
generalo linearis nyelvtan

Palindromak (olyan szavak amelyek visszafele olvasva megegyeznek sajat magukkal) nyelve a
kovetkezd linearis nyelvtannal generalé: (1S}, {a, b}, S,{S — 1, S —a, S — b, S — aSa, S — bSH}). O

6.2. példa - 0"1" nyelv - Gyakorlé feladat
Generaljuk az {0"1"} nyelvet linearis nyelvtannal. [J

A levezetéseket fagrafokkal reprezentalhatjuk itt is, hasonldéan a regularis nyelveknél latott fakhoz,
azzal a kiilonbséggel, hogy a fé6ag (a nemterminalisok aga) mellett mindkét oldalon vezethetiink
be terminalis szimbdolumokat egy altalanos linearis nyelvtan esetén. A kdvetkezd abran egy ilyen
levezetési fa talalhato.

S
/ N\

a A
Y\
S a
PN
b B

/N
S b

/N
B
/N
S b
/

b

6.1. Normalforma

10. Definicié. Egy linearis nyelvtant normalformajunak mondunk, ha minden szabalyara a kovetkezo
alakok egyike teljesiil 4— aB, A— Ba, A»a, A— B, A— 1 (a€T;4, BEN).O

35. Tétel. Minden linearis nyelv generalhatd normal formaju nyelvtannal.

Bizonyitas. Hasonléan a regularis nyelvtanok esetéhez, itt is j nemtermindlisok bevezetése
segitségével helyettesitjiik a hosszabb szabalyokat rovidebbekkel. 4 — 4 alakuak kikiiszobdlhetdek
az liresszo lemma alapjan, 4 — B alakuak is kikiiszobolhetoek a regularis normalalaknal ismertetett
moddon. Q.E.D.

Az igy kapott, csak A — aB, A— Ba, A— a alak szabalyokat tartalmaz6 linedris nyelvtanokat, ers
normalformajinak nevezziik (itt minden Iépésben pontosan egy terminalis keriil levezetésre).

36. Tétel. Minden linearis nyelvtanhoz van vele ekvivalens (a generalt nyelv legfeljebb az iires-szoban
kiilonbozik), amely erés normalformaju.
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A fenti, levezetési fat abrazol6d abran a palindromak nyelvét generald erés normalforméaban levo
nyelvtanban példa levezetésként az abbabba sz6t vezettiik le.

6.3. példa - Erés linearis normalalak 1. példa

Adjunk meg a G=({S,4,B},{a,b},S,H)
H={ S—ababA, A—Bbba, B—aaSbab, B—b, A—abba, A—B, B—S }

nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

(L)

Els6 Iépésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem szerepelnek benne

Y=y1y2..yn

Y—ypn .. Y,

Y=Yy, ...yu, n>3 alakt szabalyok.

A H szabalyhalmaz ilyen alaku szabalyait helyettesitjiik ij szabalyokkal, a tobbi szabalyt
pedig valtoztatas nélkiil atvessziik a H szabalyhalmazba.

Minden Y—y 1y, ...y, n=3 alaku szabalyhoz
vezessilink be 71,7, ...,Z,1 0j

nemterminalisokat és jeldlje Z; az y;+1 ...y, szot! Ezek
utan az 0sszes Y—yy; ...y, >3 alaku

szabalyt helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:

Y—y17,,
Z1—22),

Zn—2_’yn—lzn—1:
Zn—l_)yn-

Minden Y—y 1y, ... ¥, n>3 alaku szabalyhoz
vezessilink be 71,25, ...,Z,5 0j

nemterminalisokat és jeldlje Z; az y;1 ...y, szot! Ezek
utan az 6sszes Y—yys ... Y, n=>3 alaku

szabalyt helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:

Y—y12y,
Z1—y22),

Zp3—Yn-22n2
Zn2=Yn1Yn.

Minden Y—Y1y; ...y,, >3 alaku szabalyhoz
vezessiink be Z,2», ...,Z,» 0j
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nemterminalisokat és jeldlje Z; az Y ...y,.; szot! Ezek
utan az 0sszes Y— Yy, ...y,, n=>3 alaka
szabalyt helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:

Y_’Zlyn,
Zl_’ZZYn—l,

Zn3—Zp2y3,
Zy—Y 12

Jelen esetben:

G1 :({S,A,B,21,22,23,24,25,26,27,28}, {a,b},S,Hl).

H\={ S—aZy, Z4—bZs, Zs—aZs, Z¢—bA, A—7Z7a, Z17—Zgb, Zg—Bb, B—aaSbab,
B—b, A—aZ,, Zi—bZ), Zy—bZ3, Z3—a, A—B, B—S }

(I.)Masodik 1épésben megadunk egy G, nyelvtant, ami

ekvivalens a G| nyelvtannal €s linearis normalalaku.

A G| nyelvtanbol indulunk ki. A H; szabalyhalmaz

Y=yv1v2 - Vi1 Yivis1 - Vn, 023

alaku szabalyait helyettesitjiik 0j szabalyokkal, a tobbi szabalyt pedig
valtoztatas nélkiil atvessziik a H, szabalyhalmazba.

Minden Y—y1y2 .. Vi1 Yivies1 ---Vn, 123

alaku szabalyhoz vezessiink be Z,2», ...,Z,.; Gj nemterminalisokat!
Ezek utan az 6sszes Y—y1ys .. Vic1 Yivir1 ---Vn, 123

alaku szabalyt helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:

Y-y17,,

21—,

Zi 2=V L1,
Zk-1 —>Zk)/ n
Zi—Zp41Yn-1,

Zy2—=ZLy Vi,
Zy1— Y1yt

Jelen esetben:

Gr=({S,4,B,21,25,23,24,Z5,26,27,23, 29, 210,211,212}, {a,b}, S, H3).

sz{ S—»aZ4, Z4—>bZ5, Zs—>aZ6, Z6—>bA, A—>Z7a, Z7—>Zgb, Zg—>Bb, B—>aZ9, Zg—>aZ10,
Zlo—>Z“b, le—>212a, le—>Sb, B—>b, A—>(ZZ1, Zl—>bZZ, Zg—>bZ3, Z3—>a, A—>B, B—>S}

(II1.) Harmadik l1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens G’ erds linedris normalalakt nyelvtant.
Ehhez két 1épésre van sziikség. Els6 1épésben meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden
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olyan Z nemterminalishoz, mely levezethetd legalabb egy masik nemterminalisbol a G, nyelvtanban és
szerepel olyan A, halmazban 1év6 szabaly bal oldalan,

amelynek jobb oldalan egy terminalis vagy pedig egy terminalis és egy nemterminalis beti all.

Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az 6sszes olyan nemterminalist,

melybdl egy vagy tobb 1épésben levezethetd a Z betii.

Jelen esetben:

UB)={4},U(S)={B.4}.

Masodik 1épésben a H' szabalyhalmazba atvessziik a H, szabalyhalmaz

mindazon szabalyait, melyek jobb oldalan egy terminalis betli vagy pedig egy
terminalis és egy nemterminalis talalhato, majd hozzavessziik mindazon szabalyokat,
melyeket gy kapunk, hogy a mar atvett szabalyok bal oldalan szerepld betiit

a hozza tartozé U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formalisan:

H'=(H, U {W—p|Z—pU Hoy, WU UZ)N)\{X—YIX,YE V).

Jelen esetben:

G':({S,A,B,Zl,Zz,Z3,Z4,Z§,Zé,Z7,Zg,ZL),Zlo,Zl1,212}, {a,b},S,H’).

H'={S—aZy, B—aZ,, A—aZy, Z4—bZs, Zs—aZs, Z¢—bA, A—Z7a, Z7—Zgb, Zg—Bb, B—aZy,
A—>aZQ, Zg—>a210, Z]()—>leb, le—>212a, le—>Sb, B—>b, A—>b, A—»aZl, Zl—>b22, Zz—>bZ3, Z3—>a } 0

6.4. példa - Eros linearis normalalak 2. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y,z},S,H)
H={ S—Bxxx, B—xyAyx, A—>B, A—S, A—z }

nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakt nyelvtant!

Megoldas:

1)

G1=({S,4,B,2\, 25}, {x,y.z},S, H)).

H\={ S—Zx, Z1—>Zx, Zy—Bx, B—>xyAyx, A—B, A—S, A—z}

(L)

Go=({S,4,B,2\,25, 23,24, Z5},{x,y,2},S,Hp).

Hy={S—Z\x, Z\—>2Z>x, Zy—Bx, B—xZ3, Z3—yZs, Z4—7Zsx, Zs—Ay, A—B, A—S, A—z }
(I1L.)

U(B)={4},U(S)={4}.

G'=({S,4,B,2,,2), 73,24, Z5},{x,y,z},S,H").

H'={ S—Z\x,A—>Z\x, Z1—Zyx, Zy—Bx, B—xZ3, A—>xZ3, Zsx—yZs, Zs—7Zsx, Zs—Ay, A—z } [

6.5. példa - Eros linearis normalalak 3. feladat

Adjunk meg a G=({S,4}, {x,y,z},S,H)
H={ §—xSx, S—A, A—yAy, A—z }

nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

1)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek Y—y 1y, ... yp, Y=y 2 ... ¥y, Y=Y12 ... Yy, 023
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alaku szabalyok, ezért G;=G.

(IL)
Gr=(18,4,2,, 22}, {x.y,2},S,H>).
Hy={ S—xZ,, Z\—>Sx, S—A, A—yZy, Zry—Ay, A—>z }
(111.)
U)=1{S}.
G'=({S,4,B,21,2,},{x,y,z},S,H").
H'={ S—xZ\, Z\—>Sx, A—yZy, S—yZy, Zy—Ay, A—z, S—z } [

6.6. példa - Eros linearis normalalak 4. feladat

Adjunk meg a G=({S,X, Y}, {x,y,z},S,H)
H={ §—Xxx, S—yyY, S—>zzz, X—xS, Y-Sy, X—S, Y-S}

nyelvtannal ekvivalens ers linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

L)
G\=({SX Y Z1,22, 73, Z4},{x,y,2},S, H)).
H\={ S—Z\x, Z1—>Xx, S—yZ), Zr—yY, S—z723, Z3—z74, Z4—z, X—xS, Y—Sy, X—S§, TS}

(II.) Mivel a G| nyelvtanban nincs Y—y1y7 ... Vi1 Yivi+1 --- Yn, 123 alaktl szabaly, ezért Go=G;.

(1IL.)

US)={X.Y}.

G'Z({S,A,B,Zl,ZQ,Zg,Z4}, {x,y,z},S,H’).

H'={ S—Z\x, X—>Z\x,Y>Z1x, Z1—>Xx, S—yZ,X—yZ>, Y>yZ), Zr—yY, S—zZ3,
X—>zZ3, Y—>zZ3, Z3—zZ4, 24—z, X—xS, Y-Sy } O

6.7. példa - Eros linearis normalalak 5. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H)
H={ S—yyAxx, A—xxB, B—Syy, S—xxyy }

nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

1)

G\=({8,4,B,2\,23,23,Z4,Zs},{x,y},S,Hy).

H\={ S—yyAxx, A—xZ,, Z—xB, B—Zyy, Zy—Sy, S—xZ3 S—xZ4 S—yZs Zs—y }

(L)
G2 :( {S,A,B,Zl,Zz,Z:;,Z4,ZS,Z6,Z7,Zg}, {X,y,Z},S,Hz)-

H2={ S—>yZ6, Z(,—>y,Z7 Z7—>ng, Zg—>Ax, A—UCZ], Zl—>xB, B—>Zgy, Zz—>Sy, S—>XZ3, S—>XZ4,
S§—yZs, Zs—y }

(I1L.)
Mivel a G, nyelvtan mar erds linearis normalalaku, ezért G'=G;. [
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6.8. példa - Eros linearis normalalak 6. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H)
H={ S—Bx, B—yA4, S—A4, A—S, S—z}
nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

@)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek Y—yys ..y, Y—y o ... Y, Y=Yy ...y, 23
alaku szabalyok, ezért G;=G.

(L)
Mivel a G| nyelvtanban nincs Y—y 1y, ... Vi1 Yivee1 -..vn, 1=3 alaktl szabaly, ezért Go=G;.

(I11.)

U(S)=14;.

G'=({S,4,B},{x,y,z},S H'.

H'={ S—Bx, A—Bx, B—yA4, S—z, A—z } [0

6.9. példa - Eros linearis normalalak 7. feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B},{0,1,+},S,H)
H={5§—150, S—4, S—B, A—041, A—»B, B—+, B—S}

nyelvtannal ekvivalens erds linearis normalalakd nyelvtant!

Megoldas:

L)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek Y—yy> ...y, Y—y o ... Y, Y—=Yiys ..y, 23
alaku szabalyok, ezért G;=G.

L)
G1=({S,4,B,21,7,},{0,1,+},S,Hy)
H={5—-17,, Z;—S80, S—A4, S—B, A—02,, Z,—Al, A—»B, B—+, B—S }

(I1L.)

U(A)={S,B},UB)={S,4},U(S)={B,A}.

G'=({S,4,B,2,,2,},{0,1,+},S,H").

H'={8—1Z,,B—1Z,A—1Z,, Z1—S0, A—02Z,,S—02,,B—02,, Z,—Al, B—>+,5S—>+A4—+} [

Most egy pillanatra Iépjiink vissza: a regularis nyelvek specialis linearis nyelvek, amelyek
generalhatok olyan linearis nyelvtannal, hogy minden A4 — uBv alaki szabalyaban v=41 (azaz
a nyelvtan jobb-linearis). Itt jegyezziik meg, hogy a szakirodalomban eléforduld jobb-linearis
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nyelvtan mellett el6fordul a bal-linearis kifejezés is (ez megfelel a mi regularis nyelvtan definicionk
szimmetrikus alakjanak): ha a szabalyok alakja csak 4 — v és A—Bv lehet, ahol 4, BEN,veT"
Erdekes kérdés hogy milyen a bal-linearis nyelvek és a regularis (vagyis jobb-linearis) nyelvek
viszonya.

37. Tétel. A bal-linearis nyelvtanokkal generalt nyelvek osztalya egybeesik a regularis nyelvek
osztalyaval.

Bizonyitas. Legyen G=(N, T, S,H) bal-linearis nyelvtan, legyen N =15, Ap A4y, ..., 4. Az
altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy S nem szerepel egyetlen szabaly jobb oldalan sem.
Szerkessziik meg a G'=(N", T, S', H') nyelvtant ugy, hogy N'=1{S, B, ..., B,} és a H'- beli szabalyok
a kovetkezok:

-S'sveH', haS—veHéveT",
-S'>vB,€H', had,—>veEHéveT,
-Bj—> VB, €H', had,—>AyyEH & QET,
-Bj—>veH, haS—>AyveHéveT*

Az igy kapott G' nyelvtan nyilvan regularis, és belathato, hogy L(G)=L(G):
Legyen weL(G. Ha S—weH, akkor S'—»we€H'. Ha pedig létezik egy

S=>A4;v= 4ipvovi= oo 2 Aip Vit - V1= ViV --- v alaki levezetés G- ben, ahol
Vi Vo ooy V€T akkor G'- ben  ezzel analog  modédon  megadhato egy
S = ViuBim1= ViV Bim2 = oo = Vi VaBi1 = V... vov, alakll levezetés, tehat we L(G).

Megforditva ugyanigy belathat6, hogy L(G') € L(G). Q.E.D.

Forditott konstrukcioval pedig éppen az bizonyithatd, hogy minden regularis nyelv generalhato
bal-linedris moédon is. (Ez egyébként automatanyelven megfelel annak, mintha egy végallapotbol
visszafelé haladva fogadnank el a szot olya modon, hogy végiil a kezddallapotba érkezziink.)

Itt jegyezziik meg az el6zo tétel és konstrukciok egy azonnali kovetkezményét:

A regularis nyelvek halmaza =zart a tiikrozésre nézve, ahol egy w=aa,...a, sz0
tiikdrképén a wl=a,...aya; szt értjik (ayay, ...,a,€T). Egy L nyelv tiikdrképén pedig az
L '={wl3ve L w=v1 nyelvet.

6.2. 2-feju (véges allapotu) automata

11. Definicié. A rendezett (Q, T, g, d, F) 6tost kétfejii véges automatanak hivjuk, ha (a hagyomanyos
véges automatakhoz hasonldan)

Q: nemiires véges halmaz: allapotok halmaza,

T : szalagabécé,

q9,€ 0 kezddallapot,

F < QO vég- (vagy elfogadd)allapotok halmaza,

d: Ox(T UL (T Ui — 29 leképezés az llapotitmenet-fiiggvény. [

A konfiguraciok halmaza: a még feldolgozando input és az allapot (1, ¢) ahol u€ T%, g € 0, ,
kezdeti konfiguracio: (w, qo) ahol w az inputszo (feldolgozando input).

A konfiguraciok az allapotatmenet-fiiggvénynek megfeleléen valtozhatnak az automata szamitési
1épései alapjan: (aub, ¢)+ (u, ¢) ha ¢' € d(q, a, b), ahol a, bE T U{A}L
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F*jeldlje a - relacio tranzitiv és reflexiv lezartjat. Akkor mondjuk, hogy egy 2-fejii automata elfogad
egy w input szét, ha (w, qO) H4(1, ¢) valamely ¢ € F allapotra. Egy automata 4ltal elfogadott szavak
halmaza jelenti az automata altal elfogadott/felismert nyelvet.

(a,0)
(a,b)

Az 4brén lathato automata az L=1a"b" | n> 0} nyelvet fogadja el.
Az automata mitkodés kozben:

a"b" elfogadasa
alalalalb|bb]b)

Pl
II qv l|
R
A kétfejli automata az L = {a"b" | n = O} nyelv szavait fogadja el

A=({go. qv} {2 b} 0.8 {gv }].

d{go, 3. B) = qu,
i gw, 3. b) = gu.

Ha az allapotitmenet-fliggvény alakja d : (Q, x T 1) U(Q, x4} x T) — Q, ahol 0=0,U Q,, O és
Q2 diszjunktak, akkor determinisztikus 2-fejli automatardl beszéliink.

Tovabbi példak kétfejii automatak miikodésére:

a"b*" elfogadasa

a a b blb|blb| b

A
\Ho)

A kétfejii automata az L= {25 | n = O} nyelv szavait fogadja
el

A= ({go.q1.92}. (2. b}. go. 6. {qo}).
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Tukorszavak elfogadasa

+Tolcldlale b]]
1  E— T
1
.'fq "l
1
]
N
A kétfejl automata a tiikérszavakat fogadja el

A=({{qo}.{a,b.c.d}. qo. 4 {qo}].

(g, a,3) = ga.
dqn. b. b = @,
8 g, ¢, €) = o,

38. Tétel. A nemdeterminisztikus 2-fejli automatak altal elfogadott nyelvek osztalya megegyezik a
linearis nyelvek osztalyaval.

Bizonyitds. Konstruktiv mindkét irdnyban. Legyen adva egy (N, T,S,H) linearis nyelvtan
normalformaban. Ekkor megkonstrualjuk azt a 2-fejii automatat, amely a megadott nyelvtan altal
generalt nyelvet fogadja el:

a(Q, T, g, d, F) elemit adjuk meg a kovetkez6 modon:
Q:NU{qf}, ahol quEN ;

T a terminalis abécé megegyezik az automata inputabécéjével,
qy=5;

F=1{q f} ;
d pedig a kovetkez6képpen van definialva a H szabalyhalmaz alapjan:
A€ d(B,a,b), haB—adbeH (4, BEN;a,beT U,

qfed(A,a,l), had—ac€H (AEN;acTUW).

Koénnyen belathato 1épésenkénti indukcioval, hogy a nyelvtan minden egyes terminalo levezetésének
pontosan egy elfogadé Ut fog megfelelni az automataban, és mas elfogadd it nem lesz. Legyen most
adva egy (O, T, qy d, F) 2-fejii automata, amihez megkonstrualjuk azt a nyelvtant, ami az automata

altal elfogadott nyelvet fogja generalni. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy Q és T'
halmazok diszjunktak (ha ez nem teljesiil, a O halmaz elemeinek atnevezésével ez elérhetd). Legyen
ez alapjan az (N, T, S, H) nyelvtan definidlva a kovetkezé képpen:

N=0;

T a terminalis abécé megegyezik az automata inputabécéjével;
S$=4q,;

a H halmaz elemeit pedig a kovetkezoképpen definialjuk:

legyen A— aBb€ H, ha BEd(4, a,b) (4, BE Q;a,bE T UL, és

legyen A—ab€ H, haB€d(4,a,b) (4, BEQ,BEF;a,b€ T U1}).Q.ED.
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Konnyen belathato, hogy az automata minden elfogadoé ttjahoz pontosan egy terminald levezetés fog
tartozni, €s csak olyan terminal6 levezetések lesznek amik ilyenek.

Az abran a palindromék nyelvét elfogadd determinisztikus automata lathatd, az atmenteknél a nyil
iranya mutatja hogy melyik fej (melyik irdnyba 1ép6 fej) 1ép az adott d&tmenetben. (A — a atmenet
megfelel a korabban hasznalt (a,A); mig a «— a a korabbi (A,a)-val jeldlt atmenetnek.)

6.10. példa - Kétfejii automata készitése linearis nyelvtanhoz

Adott a kovetkezd nyelvtan: (S, 4, B, Ch,{a, b, ¢}, S,{S — aaaAbb, S — aBaa,
A— aaaAb, A— ¢, B— aBaa, B— Ca, C—cC,C— ) Az ezzel ekvivalens
erés normalformaja nyelvtan: (S, 4, B,C,D,E, F,G,1,J,K,L,M,O,P}iab,c},S,
{S—aD, D — aE, E—aF, F — Gb, G — Ab, S—al,I—Ja,J— Ba,

A—aK, K —al, L —aM,M — Ab, A— ¢, B— a0, O — Pa, P — Ba, B— Ca, C — ¢C, C — c}).

Ennek megfelelden, az ez alapjan konstrualt 2-fejii elfogadd automata:

(a, 1) (b, 2) (e, 2) (4 a) (4 ) (4 ¢)
S D,I
A K 4,
B 0 C
C G q;
D E
E F
F G
G A
1 J
J B
K L
L
M
0] P A
P B
9¢

Az elsé sor a lehetséges atmeneteket, az els6 oszlop pedig az allapotokat tartalmazza, S a kezdéallapot,
grpedig az egyetlen végallapot. ]

7. Megjegyzés. A determinisztikus 2-fejii automatak altal elfogadott nyelvek osztalya valodi része a
linearis nyelvek osztalyanak, jele: 2detLin.

Itt jegyezzik meg, hogy a szakirodalomban egy masik automatatipus (egyszerforduld
veremautomatak [167]) is ismert, amely pontosan a linearis nyelveket ismeri fel, ezekrdl is lesz szo
a kovetkez6 fejezetben.

135



Linearis nyelvek

6.3. A szoprobléma megoldasa

A szdéprobléma megoldasa (annak eldontése, hogy egy adott sz6 szerepel-e az adott linearis nyelvben)
egyben a sz6 egy lehetséges levezetését is magaban foglalja, igy szoéelemz6 algoritmusnak is hivhatjuk.
Az algoritmus alapja egy felismerési matrix.

Algoritmus (széelemzés lineéris nyelvtan esetén)

Input:

Legyen adott egy linearis nyelvtan (N, T, S, H) erés normalforméban és egy inputszoé w € T", (jeldljiik
a sz0 betliit: a}, ay, ...a, —nel ahol n=|wl).

1. a matrix megrajzolasa: legyen a haromszogmatrixban a sorok és oszlopok szama n+1, vagyis az

input sz6 hosszanal eggyel tobb (az oszlopok folé (eredeti sorrendben) és a sorok elé (visszafelé, vagyis
forditott sorrendben) pedig irjuk be az input betiit a kovetkezoképpen:

a.l . . . a,.'n’

ail

Mint latni fogjuk, valojaban az utols6 sorra nem lesz sziikség.

2. a matrix kitoltése (sorfolytonosan):
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a1 e B . O S Gy
M(p,0) M(D,1) M(D,m)
Qs M(1.0) M(1,1}
Ofrt1—k) M(k,T) M(k,m)
a1 M (04,1
3 M{n-1,0) M(z-1,1)
a M(n,0)

A kitoltést az M(0,0) cellaval kezdjiik, az els6é sort az M(0,n) cellaval fejezziik be ezutan kezdjiik
a masodik sort, végiil az utolso elétti sorban az M(n-1,1) mezdvel fejezziik be. A cellak tartalmai a
nemterminalisok részhalmazai lesznek, kivéve az atlobeli cellak, ahol + vagy — fog szerepelni.

2a. az M(0,0) cella kit6ltése: irjuk be az S mondatszimbolumot ebbe a cellaba.

2b. egy bels6 (nem atlobeli) M(k,m) cella kitoltése, (k + m < n esetén) a cella kitdltése a cella baloldali
szomszédja és a cella feletti cella alapjan (ha vannak ilyenek) torténik:

-ha k> 0, (azaz nem a 0. sorban vagyunk) akkor legyen 4 € M(k, m), ha van olyan B € M(k- 1, m),
amelyre teljesiil, hogy B — Aa,, ;)€ H.

- ha m > 0, (vagyis nem a 0. oszlopban vagyunk) akkor legyen A€ M(k, m), ha van olyan
B € M(k, m-1), amelyre teljesiil, hogy B — a,,A € H.

2c. Atlobeli elemek kitdltése: M(n-i,i) cella kitoltése: az M(n-i,i-1) cellaban (balszomszéd cella)
szereplé nemterminalisok és az 4 — a alakl szabalyok alapjan: pontosan akkor irunk + jelet a
cellaba, ha az M(n-1,i-1) celldban van olyan nemterminalis szimb6lum B, amire van B — a; szabaly a
nyelvtanban. Ellenkez6 esetben a — jelet irjuk a cellaba.

3. az eredmény leolvasasa: Ha az atloban van + elem, akkor a sz6 benne van a nyelvtan altal generalt
nyelvben, kiildnben nincs.

8. Megjegyzes. ha a f6atlo valamely mar kitoltott eleme (+) alapjan el tudjuk donteni a valaszt, vagyis
sikeres levezetés van a tablaban, akkor a tobbi mez6 kit6ltése nem sziikséges.

Az algoritmus az ers normalforma alapjan készitett 2-fejii automata mitkodését szimulalja, vizszintes
1épésnél az elsé fej, fliggdleges 1épésnél pedig a masodik fej 1épésével, a foatloban levé mezdk jelzik
a két fej lehetséges talalkozasi pontjait. Amennyiben a sz6 benne van a generalt nyelvben, a kezd6 S
szimbo6lumtol a tabla valamely + szimbolumaig vezet6 Gt (ahogy a kitdltés soran a szomszédos cellakat
figyelembe vettiik) megadja a sz6 egy lehetséges levezetését is. Az algoritmus a matrix kit6ltésébol,
¢és a megoldas leolvasasabol all, idében ¢€s térben is (determinisztikusan) négyzetes bonyolultsagu (a
tablazat mérete miatt).
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6.11. példa - A szoprobléma megoldasa linearis nyelvekre 1.feladat

Adott a G=({S,4}, {x,y}, S, H), ahol H szabalyai:
{S—>y4,4—>yS,S—> S, S—>y}.
Benne van-e a nyelvtan altal generalt nyelvben az yyyxx sz6?

Megoldas:

y - - - S—yA
A—:yS
S—Sx
S—ry
y

Mivel az atloban szerepel +-jel, ezért a sz6 eldallithatod az adott nyelvtan segitségével. [

6.12. példa - A szoprobléma megoldasa linearis nyelvekre 2.feladat

Adott a G=({S,4}, {x,y}, S, H), ahol H szabalyai:
{SH>xXXX—>8x 4>y, S>>y, Y—>A4,A4—>z S—z}.
Benne van-e a nyelvtan altal generalt nyelvben az xyzyx sz6?

Megoldas:
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X y z y X
S X - -
X S Y -
y A +
z - - - S—xX
X—Sx
A—by’Y
S—byY
Y—Ay
y - - A—z
S—z

Mivel az atloban szerepel +-jel, ezért a sz6 eldallithatod az adott nyelvtan segitségével. [

6.4. A linearis nyelvek tulajdonsagai

6.4.1. Iteracios lemma
Linearis nyelvekre a kovetkezé pumpalasi (iteracios) tulajdonsagot fogjuk bizonyitani:

39. Tétel. Legyen L egy linearis nyelv. Ekkor létezik olyan (a nyelvtdl fiiggd) n természetes szam,
hogy minden z € L széra, melyre |z|> n, van a szénak olyan z = uvwxy felbontasa amelyre teljesiilnek
a kovetkezo feltételek

1. uviwxiy € L minden i természetes szamra (i >0)
2. lvx[>0
3. luvxyl<n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L nyelv linearis, ekkor legyen G=(N, T, S, H) olyan linearis nyelvtan,
amely L-et generalja és erés normalforméaban van. Legyen n=|N |+ 2. Ekkor legyen w € L tetszéleges
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olyan szo6, amelyre | w|> n. Tekintsiik w levezetési fajat. Mivel miden 1épésben pontosan egy terminalis
keriil bevezetésre a levezetés hossza (Iépéseinck szama) éppen megegyezik a szé hosszaval. A
levezetési fa foaga (amely tartalmazza a levezetés soran szerepld Osszes nemterminalist és egy
terminalis levélelemet) legalabb | N |+ 1 nemterminalis szimbélumot tartalmaz, tehat legaldbb egy
nemterminalist kétszer tartalmaz az elsd | N |+ 1 eleme kozt. Legyen ez a nemterminalis A. A elsé
elé6fordulasakor a levezetés udy mondatformanal tart (definidljuk ezzel az u és y részszavakat), mig
az A masodik eléfordulasakor legyen az uvAxy az aktualis mondatforma (definialjuk igy a v és x
részszavakat), Végiil legyen 4 =*w az A masodik el6fordulasabol generalt részsz6. Ennek megfeleléen
vilagos, hogy A=*vwx az A els el6fordulasabol generalt részsz6, valamint 4 =*v4x mondatforma.
Amennyiben az A elso eléfordulasakor a levezetés folytatasa udy =*uwy, akkor éppen az i=0 esetbeli
szt vezethetjiik le. Ha az A masodik el6forduldsakor nem a w hanem vwx szot vezetjiik le beldle,
akkor kapjuk az i=2 esetnek megfeleld szot, viszont ebben a levezetésben udy =*uvAxy =*uvvAxxy
mondatforma is szerepel, ahol az A-bdl a w helyett az uwy szot levezetve az i=3 esetbeli iteralt szot
kapjuk és igy tovabb. Az i értéke barmely természetes szamra novelhetd. Az eredeti felosztasunk
és az erds normalforma miatt a |vx|> 0 és az |uvxy| < n feltételek automatikusan teljesiilnek. Ezzel a
bizonyitast befejeztiik. Q.E.D.

Sajnos az iteracios lemma nem adja sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy egy nyelv linearis
legyen, vagyis ha a nyelv linearis akkor a lemma feltételeinek sziikségszeriien teljesiilnie kell, viszont
ha teljesiil a lemma valamely nyelvre az még nem elégséges bizonyiték arra, hogy a nyelv linearis
legyen. Ezek alapjan a lemmat arra hasznalhatjuk, hogy amennyiben sikeriil belatnunk egy adott
nyelvrél, hogy nem teljesiilnek ra a lemma feltételei, akkor a nyelv biztosan nem linearis.

6.13. példa - Linearis iteracios lemma alkalmazasa

Legyen L={ akbamb™ | k,m>0}. Az iteraciés lemma segitségével belatjuk, hogy L nyelv nem
linearis. Tegyiik fel, indirekt, hogy L linearis. Ekkor L-re teljesiilnie kell a lemmanak. Legyen n az
a konstans ami a lemma alapjan ehhez a nyelvhez tartozik. Vegyiik az a2nb?"a2np™ alaki szOt, ami
eleme L-nek, masrészt a hossza 8s, igy nagyobb, mint n. Tehat a szét fel kell tudnunk bontani uvwxy
részszavakra, hogy v és x nem lehet egyszerre az iiressz6, valamint |uvxy|< n. Viszont ekkor [uv|<n
és|xy|<nis fenndll, vagyis v csak az elsé a2n beli résznek lehet részszava, igy ha nem nulla a hossza,
akkor ai (0<i<n) alaku. Viszont az elsé b*" blokk egésze csak a w-hez tartozhat. Igy az iteracio
soran az els6 a-kbol all6 blokkban az a-k szama megvaltozna, mig a hozzatratozo elsé b-ket tartalmaz
blokk maradna 5" fgy nem L-beli szot kapunk, tehat v-nek az tiresszonak kell lennie. Ekkor viszont
x nem lehet iires és csak az utolso b>" blokkbol tartalmazhat betiiket. Az el8z8 esettel analég modon
belathato, hogy a pumpalas kivezet az L nyelvbdl, ha x nem az {iressz6. De v és x nem lehet egyszerre
tires a lemma allitasa miatt. Az ellentmondast csak az indirekt feltételiink okozhatja, tehat a nyelv nem

linearis. ]
6.4.2. Zartsagi tulajdonsagok

40. Tétel. A linearis nyelvek osztalya zart az unié miveletre.

Bizonyitdas. Legyenek L és L, linearis nyelvek G,=(N, T, S, H) és G,=(N,, T, S,, H,) linearis
nyelvtanokkal, ahol N, és N, diszjunkt halmazok. Konstrualjuk meg az (N;UN,U{S}, T, S, H)
nyelvtant, ahol §' 0j szimbolum, nem szerepel sem N, sem N, elemei kozt, H pedig a
kovetkezdképpen definidlt: H = H,U H,U{S — S, S — S,). Kénnyen belathato, hogy az 0j nyelvtan
linedris és éppen L, és L, unidjat generalja. Q.E.D.

41. Tétel. A linearis nyelvek osztalya nem zart a konkatenaciora, a Kleene-iteraciora.

Bizonyitds. Korabbi példaként lattuk, hogy L={a"" | n>0} linearis nyelv, sajat magaval
konkatenélva az LL = {akbFamp” | k, m> 0} nyelvet kapjuk, amirél az imént mutattuk meg, hogy nem
linearis. Mivel LL S L*, ennek esetiinkben egyenes kdvetkezménye, hogy L nyelv sem linearis. Q.E.D.

42. Tétel. A linearis nyelvek osztalya nem zart a metszet és a komplementer miiveletekre.
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Lasd kornyzetfiiggetlen nyelvekre vonatkozo 56. és 57. tételben.

A tovabbiakban a lineéris nyelvtanoknak (és nyelveknek) specialis alosztalyat, illetve kiterjesztését
vizsgaljuk. Amar és Putzolu (ejtsd: pudzolu) az 1960-as években definidlta a kdvetkezd, a regularis
és a linearis nyelvcsaladok kozti nyelvosztalyokat.

12. Definicié. Legyen k egy rogzitett nemnegativ racionalis szam. Ha egy G linearis nyelvtan minden

A — uBy alaku szabalyara igaz, hogy k = %, akkor G-t k-aranyu (vagy k-fok) linearis nyelvtannak,

az altala generalt nyelvet pedig k-aranyu linearis nyelvnek hivjuk. Egy nyelvtant (illetve nyelvet) fix-
aranyu linearisnak neveziink, ha k-ardnyu linedris valamely nemnegativ racionalis k értékre. [

Specialis esetben k& = 0 érték esetén éppen a regularis nyelveket kapjuk vissza. Nevezetes még a k =1
eset, ezeket a nyelveket és nyelvtanokat paros linearisnak hivjuk. Erre példa a palindromak nyelve.

43. Tétel. Minden k& nemnegativ raciondlis szamra, a k-foku linearis nyelvek osztalya tartalmazza a
regularis nyelvek osztalyat.

44. Tétel. Minden fix-aranyu linearis L nyelvhez létezik olyan determinisztkus 2-fejii automata, ami
éppen L-et fogadja el.

13. Definicié. Egy G=(N, T, S, H) nyelvtant m-linearisnak neveziink (ahol m>0 egész szdm),
ha szabalyainak mindegyike eleget tesz a linearis nyelvtanoknal megadott definicionak, kivéve az
egyetlen S — §5,...S,, szabalyt, és S nem szerepel egyik szabaly jobb oldalan sem. Az m-linearis
nyelvtanok altal generalt nyelvek osztalyat m-linearis nyelvek osztalyanak nevezziik. Egy nyelvtan,
illetve nyelv metalinearis ha m-linearis valamilyen m-re. []

Egy metalinearis nyelvtanban a mondatformaban mar tobb nemterminalis is el6fordulhat egyszerre, de
szamuk maximalva van, ha a nyelvtan m-linearis, akkor maximum m nemterminalis lehet egyszerre.

crer

6.14. példa - Az a*b*a™b™ metalinearis nyelv

G =08, 4, B}, {a, b}, S,{S — AB, A— aAb, A—ab, B— aBb, B — ab}) nyelvtan éppen a korabban mar
bemutatott {akbramb” | k, m> 0} nyelvet generalja. O

A kovetkez6 abran a linearis nyelvekhez kapcsolddé hierarchiat mutatjuk be, a hierarchia éles, vagyis
minden tartalmazas szigoru (kivéve a k =0 és m = 1 eseteket, amikor a 0-foku linearis nyelvek éppen
a regularis az 1-linearis nyelvek, pedig éppen a linearis nyelvekkel esnek egybe).

Koérnyezetfliggetlen nyelvek

Metalinearis nyelvek

m-linearis nyelvek

Linearis nyelvek
2det-Lin nyelvek

fixaranyu linearis nyelvek

k-aranyu linearis nyelvek

Regularis nyelvek
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Linearis nyelvek

6.5. Irodalmi megjegyzések

A paros linedris és a fix-aranyu linearis nyelvtanokat és nyelveket az [Amar, Putzolu 1964, 1965]
vezették be. A linearis nyelvek, illetve azok specialis valtozatainak, kiterjesztéseinek vizsgalata
ma is aktiv teriilet, pl. tanulasi problémakban is alkalmazzadk éket [Sempere, Garcia 1994]. Ezen
nyelvosztalyokhoz tartozo iteracids lemmak talalhatok a [Horvath, Nagy 2010] cikkben. A kétfejii
automatakkal és ezek specialis valtozataival elfogadott nyelvosztalyokrol pl. a [Nagy 2008] és
[Leupold, Nagy 2010] cikkekben lehet olvasni.
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7. fejezet - Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Ebben a fejezetben a Chomsky-féle 2-tipusu nyelvek sajatossagait targyaljuk. E nyelvosztaly
ugyancsak sok teriileten jol alkalmazhat6 és vannak ra hatékony algoritmusok, melyek koziil néhanyat
részletesen is bemutatunk.

7.1. Programnyelvek szintaktikajanak leirasa

Kiilonboz6 programnyelvek elemeinek (mint pl. szamjegy, szam, valtozé név, utasitas, eljaras stb.)
megadésdhoz sokféle modszer ismert. Ilyenek pl. a BNF (Backus-Naur Form), a COBOL-szerli
megaddsi mdd, a szintaxis graf és a hibrid moédszer. A leiras termindlis egységeket és nemterminalis
egységeket tartalmaz BNF-ben. A nemterminalisokat mas egységekbdl a konkatenacid, az alternativa,
az iteracid és ezek egy specialis esetének, az opcidnak a segitségével adhatjuk meg. Ugyanezek a
1épések grafikusan a szintaxis-grafban is megtaldlhatoak. Ezeket a leirasi modokat ismertetjiik roviden
a kovetkezOkben, kiterjesztve az egyszerii szintaxis grafok korabban bemutatott (lasd Szintaxis graf)
alakjat is.

A szintaktika leirasahoz, a kiilonbdz6 programnyelvek megadasanal, hasznalt miiveletek:

» konkatenacio (0sszeflizés: tobb szovegelem egymas mellé/utan irasa),

* alternativa (valasztas: kiilonb6z6 lehetdségek koziil egy kivalasztasa),

* opciod (a szovegelem vagy megjelenik vagy nem),

* iteracio (a szovegelem akarhanyszor megjelenhet (altalaban a nullaszori megjelenést is beleértjiik)).

Lassuk, akkor most hogyan is néznek ki a mar emlitett leirasi modok.

7.1.1. A BNF megadasi mod

Ezt a megadasi modot abban az idében talaltak ki, amikor az ALGOL60 nyelvet fejlesztették.

Terminalis Nemterminilis | Alternativa Opcid Tteracid
irdskép <> 1= magarient | [] 0

A konkatenacionak nincs kiilon jele, egyszeriien egymas utan irjuk a megfelelé szovegelemeket.
A nemtermindlis jeleket < > zardjelek kozé tessziik, és ::= definidlo egyenldségjel segitségével
definialjuk.

7.1. példa - A szamok jelolésére hasznalhato karaktersorozatok

Az egész szamok megadasahoz sziikség van az opciodra (van eldjel vagy nincs), ha van: alternativa
(plusz vagy minusz), a szamjegyek sorozatat pedig iteracioval adjuk meg:

< szamjegy > =0|1|2(314|5|6]7|8]|9
< elgjel > :==+| -
< egész szam > ::=[ < eldjel > ] < szamjegy > { < szdmjegy > } O

7.1.2. A COBOL-szeru megadasi mod

Ez a megadasi mod a PL/1 nyelv idején volt leginkabb hasznalatban.
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Kornyezetfliggetlen nyelvek

Terminalis Nemterminalis | Alternativa Opciod Iteracio

kisbetii v. nagybetﬁ : { } [1] « o o @ megeldzd
iraskép magyarazat szbvegelem ismétlése

7.2. példa - A szamok megadasa COBOL-szerii modszerrel

SZAMJEGY: { - 3  ELOJEL: { + } EGESZ SZAM : | ELOJEL | SZAMJECY ...

0O Co =T O U LB e O

O

7.1.3. A szintaxis graf

Itt a korabban mar a reguléris nyelvek esetén ismertetett Szintaxis graf modszer teljes kifejezdereji
valtozatat mutatjuk be.

crer

még nem definidlt nemterminalisokat is, akar a definialandé nemterminalist sajat magat is. Igy
megengedjlik a rekurzi6 kialakulasat, akar kozvetleniil egy sajat magat "meghivd" definicioval, vagy

sy

Természetesen, igy minden miiveletnél, a konkatenacional, alternativdnal nemcsak terminalisok,
hanem nemterminalisok, illetve barmilyen, a mddszerrel mar Osszetett grafok is el6fordulhatnak.
Az iteracid pedig akar gy is el6fordulhat, mint az opcid, csak forditott nyilirdnnyal az adott
szovegelemnél (megengedve a nullaszoros ismétlést).

Egy szintaxis grafban mindig van pont egy induldél és egy érkez6él, ahonnan indulva és ahova
érkezve kell egy utat bejarnunk a grafban. Az Ut soran dsszeolvassuk a termindlisokat, illetve ha egy
nemterminalishoz ériink akkor az adott nemterminalis definicidja alapjan a neki megfeleld szintaxis
grafban megylink végig egy uton, ha annak végére értiink akkor folytatjuk az utunkat az eredeti
grafban az adott nemtermindlis utan. Egy nemtermindlis tehat egy rekurziv hivast jelent, az adott
grafban lefutott it utan folytathatjuk csak utunkat. Az hogy megenged;jiik nem csak a mar kordbban
nem korlatozzuk, annak mélysége barmennyi lehet. A regularis nyelveknél (5.14. példa - Tizes
szamrendszerbeli egész szamok nyelvének megadasa szintaxis graffal) megadott egész szdm fogalmat
felhaszndlva adhatjuk meg példdul a zarojeles kifejezés fogalmat:

—(O—{ ZAROIELES KIE[—(1)—| ZAROIELES KIE|-()—

ZAROIELES KIFEJEZES——(0—| ZAROIELES KIE|~()—{ ZARGIELES KIE =0 )——
EGESZ SZAM
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Kornyezetfliggetlen nyelvek

7.1.4. A Hibrid megadasi mod

A 90-es évek gyakori leird nyelve. Tulajdonképpen az el6z6 modszerek keveréke, illetve egyvelege.
Az egész szamok példaul a kovetkez6 modon adhatok meg:

szamjegy : { 0| 1|2|3|4|5|6|7|8]9}
egész szam : [ { +|—} | szamjegy ...

Az ismertetett leirasi modoknak a kifejezdereje azonos. Mindegyikkel pontosan a regularis
halmazokat tudjuk definialni, ha a nemterminalisokat nem hasznaljuk. A kifejez6 eré ugyanennyi,

V4

s

kifejezéerd megnd; igy mindegyik ismertetett modszer segitségével pontosan a kornyezetfiiggetlen
nyelvek irhatok le. Ezeknek a megadasi mddoknak a kifejezbereje tehat azonos, velik a
kornyezetfiiggetlen nyelveket tudjuk definialni.

7.2. Levezetési fa

A kornyezetfiiggetlen nyelvek (nyelvtanok) egy tulajdonsiga (mely népszertiségiikben is kdzponti
szerepet jatszik), hogy a levezetések fa alakban abrazolhatok.

Kornyezetfiiggetlen nyelvtanban minden levezetés nagyon egyszeriien abrazolhato egy iranyitott graf

(fa) segitségével. Tekintsiink egy S =*p levezetést, ahol p€ (NU T YA graf csticsainak nemterminalis,
illetve terminalis szimbolumokat feleltethetiink meg: a fa gyokeréhez S - t, leveleihez rendre terminalis
és nemterminalis szimbolumokat, a kozbiilsé cstucsaihoz pedig nemterminalis jeleket rendelhetiink.
Az egy cstcsbol kiinduld élek annak a helyettesitési szabalynak az alkalmazasat jelolik, amelynek
bal oldalan az élek k6zds kiindulasi pontjaban talalhaté nemterminalis jel all, a jobb oldalan pedig
az ¢lek végpontjaiban taldlhaté nemtermindlis, illetve termindlis jelek sorozata (az egyes éleket
balrél jobbra véve sorra). Azt, hogy egyes szabalyokat milyen sorrendben alkalmazunk, nem mindig
tudjuk egyértelmiien rekonstrualni. Egy levezetési graf mélységén a benne az S gyokértdl induld és
levélelemhez tart6 iranyitott utak hosszanak maximumat értjiik. Ha a fa minden levéleleme terminalis
cimkeéjii, akkor befejezett levezetésrdl és befejezett levezetési fardl beszélhetiink.

7.3. példa - Levezetési fa

Legyen G=({S, 4, B}, \a, b, ¢}, S, H), ahol H=1S — ABc, A— aB, A—Bc, B— aAc, B — bc}. Ebben a
nyelvtanban megadhatd a kovetkezd levezetés:
S = ABc = AaAcc = BcaAcc = BcaaBcc = becaaBec = becaabecc.

P
AN
AN

ag\

e W

-—

C

O

Egy levezetési fa altaldban nem egy levezetést abrazol (vagyis tobb olyan levezetés is lehetséges
melynek abrazoldsaval ugyanazt a fat kapjuk). Az egy fa altal reprezentalt levezetések viszont egy
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Kornyezetfliggetlen nyelvek

ekvivalencia osztalyt alkotnak, hiszen mindegyikiikben ugyanaz a mondatforma (vagy szd6) van
levezetve, illetve az ugyanott megjelend ugynarra a nemterminalisra ugyanazt a szabalyt alkalmazzuk.
Egyediil a szabalyalkalmazasok sorrendje lehet kiilonb6z6.

Legbaloldalibb levezetésnek hivunk egy levezetést, ha a levezetés soran minden 1épésben az aktualis
mondatforma legelsé (legbaloldalibb) nemterminalisara végziink el egy helyettesitést valamely
alkalmas levezetési szabaly segitségével.

45. Tétel. Minden levezetési fahoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy legbaloldalibb levezetés.

Az adott levezetési fahoz tartozo levezetések koziil tehat egyértelmiien kivalaszthatunk egyet, amivel
az osztalyt reprezentalhatjuk: a legbaloldalibbat.

A legbaloldalibb levezetés arra hasonlit, mintha a levezetési fat a mesterséges intelligenciaban
mélységi keres6ként ismert algoritmus segitségével épitenénk fel.

7.2.1. Tobbalakusag

Fontos szerepet jatszik az egyértelmiiség kérdése a kovetkezd tekintetben. Adott nyelvtan esetén
elé6fordulhat, hogy egy adott szohoz tobb kiilonbdzd levezetési fa 1étezik. A természetes nyelvekre
nagyon jellemzd ez a tobbalaktisag. A "lattam Pétert egy tdvesdvel." mondat értelmezése lehet
kétféle: vagy a targy rendelkezik egy részeshatarozoval: Péter a kezében vitt egy tavesovet, amikor
lattam, hogy megy kirandulni. A masik elemzés szerint az alany (én) rendelkezem egy tavcsével
(eszkdzhatarozos szerkezet) €s ennek segitségével lattam Pétert, ahogy jon fol a hegyre. A természetes
nyelvek esetén altalaban a szovegkdrnyezet, vagy az adott szitudcid segit kivalasztani a helyes
elemzést...

Ezzel szemben, pl. a programnyelvek leirdasakor torekedniink kell az egyértelmiiségre. Példaul
a G=(SL{2 +, *}, 5,18 > S+S,S—>S5*S, 5§ —2) nyelvtanban S=85+5=>S+S5*S=*2+2%2
valamint § = S*S§ = S+ S5*§=*2+2%*2 ugyanannak a szonak két kiilonboz6 levezetése, a levezetési
fakat a kovetkezo abra mutatja.

S
S/f\ A

S *x g
A SV NN
L] |

2 2

Doy

Viszont a levezetés elemzése alapjan az elsd értelmezés szerint 2+(2%2)=6 az eredmény, mig a
masodik értelmezés (2+2)*2=8- at jelent. Ez pl. gondot okozhat egy szamitogépes forditd részére.
Ezért fontos, hogy lehetbleg keriiljiik a tobbalakiisagot egy programnyelv tervezése soran, nem
célszerii ilyen dontéseket a forditora hagyni.

7.4. példa - Cselleng6 "else" feladat

Ismert a csellengd "else" problémaja, amikoris nem egyértelmii, hogy egy else-ag melyik feltételhez
tartozik. Példaként tekintsiik a kovetkezd kodot:

if a then if b then do else print
Adjunk példat olyan nyelvtanra, ahol ez a probléma fellép. [
Ismert tény, hogy vannak olyan kérnyezetfiiggetlen nyelvek, amelyeket nem lehet olyan nyelvtannal

generalni, hogy ne legyen olyan sz6 amelynél a tobbalakusag fellép. Ilyen nyelvre példa:
L={d"b""d"} U {a"b""d™}.
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Kornyezetfliggetlen nyelvek

7.3. Normalformak a kornyezetfuggetlen
nyelvtanokhoz

Gyakorlati szempontbol fontos lehet, hogy a nyelvtant minimalizaljuk olyan értelemben, hogy
megszabadulunk az olyan felesleges nemterminalisoktol, amik egyetlen terminalo levezetésben sem
jelennek meg. Egy A nemterminalis két okbdl lehet felesleges:

- A nem vezethetd be mondatformaban, vagyis nincs olyan szabalysorozat, hogy az S

mondatszimbélumbél indulva valamilyen uA4v mondatformat kapjunk (valamilyen u,vE(NUT )
szavakra).

- az A- bol nem lehet terminalni, vagyis nincs olyan w € T*, hogy 4 =*w lenne.

Az elsé tipusba tartozd felesleges nemterminalisokat a kdvetkezd képpen hatarozhatjuk meg egy
G=(N, T, S, H) nyelvtan esetén:

Legyen U,={S.
Legyen Uy, = U,U{4 | létezik B—udvE H, AEN, BE Uyu,ve(NU T} (i>0)

Ekkor az N végessége miatt van olyan i hogy U,=U;,;, ¢és ekkor az N\ U; nemterminélisok
feleslegesek, mert nem érhetdek el S - bdl kezdddo levezetésekkel.

A masodik tipusba tartozo felelsleges nemterminalisok meghatarozasa egy G =(N, T, S, H) nyelvtan
esetén a kovetkezd rekurziv modon torténhet:

Legyen Uy={4 | létezik A>weH, AEN,weT".
Legyen U, ;= U;U{4 | létezikA—>u€H,A€N,u€(Ul~UT)*}(iEO)

Ekkor az N végessége miatt van olyan i hogy U,=U,, ¢s ekkor az N\U; nemterminalisok
feleslegesek, mert beldliik nem vezethetd le terminalis (vagy lires) szorész. Ha az S nincs benne az U,
halmazban, akkor a generalt nyelv iires.

Ha G nemiires nyelvet general, akkor vilagos, hogy az igy meghatarozott felesleges nemterminalisokat,
¢és az Osszes olyan szabalyt, amely tartalmaz ilyen nemterminalist (akar a bal, akar a jobboldalan)
elhagyva a kapott G' nyelvtan ekvivalens az eredetivel: a terminalé levezetések megmaradnak, igy a
generalt nyelv nem valtozik.

Ha specialisan regularis nyelvtanbdl (vagy ennek megfeleld véges automatabdl) indulunk ki, akkor
az els6 rész éppen a startszobdl (vagyis a kezddallapotbdl) valo elérhetdséget jelenti. A masodik
rész, vagyis azon nemterminalisok (allapotok) 6sszegyiijtése, amibél nem tudunk terminalni a teljesen
definialt determinisztikus véges automata esetén az egyetlen nyeld allapotnak felel meg.

A fejezet tovabbi részében két fontos normalformat mutatunk be, az elsonél algoritmust is adunk arra,
hogy egy tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz vele ekvivalenset allitsunk eld. Természetesen,
ha nem akarunk feleslegesen sok szaballyal dolgozni, akkor célszeri a normalformakat az imént
bemutatott felesleges nemterminalisokat mar nem tartalmazé nyelvtanokra meghatarozni.

7.3.1. Chomsky-féle normalalak

Egy nyelvtant A- mentesnek neveziink, ha a szabalyok jobb oldalan egyaltalan nem fordul el6 a 4

Itt jegyezziik meg, hogy minden 2-tipusu A€ L nyelv esetén megadhatd olyan 2-tipusi A1- mentes
grammatika ami L- et generalja (lasd Uresszo-lemma). Ha viszont A€ L, akkor igaz az, hogy
megadhat6 olyan 2-tipusi - mentes G grammatika ami a L\ {1} nyelvet generalja. (Ilyenkor G
nemterminalis halmazat kiegészitve S' iij mondatszimbolummal, és a H szabalyrendszert kiegészitve
az §'— 4, §'— § szabalyokkal kapunk egy L- et general6 nyelvtant.)
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14. Definicié. Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy Chomsky-féle normalalakban
van, ha minden szabalya 4 — a vagy A—BC alakq, ahol 4, B, CEN ésa€T.[]

Minden A- mentes kornyezetfiiggetlen nyelv generalhaté olyan nyelvtannal, amely Chomsky-féle
normadlalakt. Avagy, kicsit masképp fogalmazva:

46. Tétel. Minden G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van olyan vele ekvivalens kdrnyezetfiiggetlen
G, nyelvtan, amely Chomsky-féle normalalaki.

Bizonyités. Haa G=(N, T, S, H) nyelvtan nem A- mentes, vagyis van benne olyan szabaly, aminek
jobboldala az iiressz6, akkor el6szor alkalmazzuk ra az Uressz6-lemma -t, és legyen G'= N, T, S, H)
az a nyelvtan, amit az iiressz6 lemmanal ismertetett algoritmussal létrehozunk a G altal generalt nyelv
A- mentes részének generalasara, ekkor G és G' ekvivalensek (az altaluk generalt nyelvek kiilonbsége
legfeljebb az iires szot tartalmazza) és G' A- mentes.

Hozzuk a nyelvtanunkat olyan alakra, hogy terminalis jel csak 4 — a alakt szabdlyokban (4 € N,
a€T) forduljon eld: Vezessik be az X, 1j nemtermindlisokat a kdvetkezd moédon: legyen
N,={X,la€T}és N'=NUN, ahol N,NN = O.Tovébba a H' minden nem 4— a(4EN,acT)
alaku szabalyara: cseréljiik ki a szabaly jobboldalan talalhaté a terminalisokat a nekik megfeleld imént
bevezetett X, nemterminalisra, valamint vegyiik fel az X, — a 0j szabalyokat. Formalisan,

H'={4—ala€T,A—>a€HUA—r|A—>r€eH,r"& T, és hr')=r, ahol h az az izomorfizmus,
amely N minden eleméhez Onmagat, a T elemeihez pedig N, megfeleld elemeit rendeli}
UiX,—ala€ T}

Azigy létrejott G" =(N ", T, S, H") nyelvtan ekvivalens a G'- vel és szabélyaiban a terminalis csak
A — a alakt szabalyban fordul eld.

Ekkor G"=(N", T, S, H") nyelvtanban az 6sszes nem A4 — a alaka szabalyunk A — r alaka (4€ N,
r€ N "*\{D). Tekintsiik ezek kdziil azokat a szabélyokat, amelyekben|r|> 2. Egy ilyen 4 — B|B, ... B,
(k> 2) alaku szabalyt helyettesithetiink az

Z 1—>B 2Z 2

Zy =By 1By

szabalyok halmazaval, ahol Z,, Z,, ..., Z;_, 0jonnan bevezetett nemterminalisok. Ezt a helyettesitést

minden ketténél hosszabb jobb oldali szabélyra kiilon-kiilon végrehajtva a G"=(N", T, S, H")
nyelvtanunk ekvivalens az eldzdvel (igy az eredetivel is) és H" csak az alabbi haromféle szabalyt
tartalmazhatja:

(1) 4—a,
(2) A—B,
(3) A— BC.

Tehat a G"" nyelvtanra ki kell kiiszobolni a H"'- bdl az 4 — B alakl (Ggynevezett lanc-)szabalyokat,
hasonloan ahogy a regularis €s linedris nyelvtanoknal megtettiik.

(Lasd pl. erés normalformaja regularis nyelvtanok.)
Tehat definialjuk minden 4 € N"' valtozohoz a kdvetkez6 halmazokat:
U(AD=1{4

U (D=UDU{BEN"ACEUADIC—BEH", hai>1
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Ekkor N" véges volta miatt létezik olyan minimélis & index, hogy U (4) = Uy, J(A), ha j=12, ....
Jeloljiik minden A€ N™ nemtermindlis jelhez tartozdé Up(4)- t U(4)- val. Ekkor U(4) éppen
azokat a nemterminalisokat tartalmazza, amelyek levezethetdek az 4- bol csupan lancszabalyokat
felhasznalva, vagyis tetszéleges 4, B € N" véltozokra A=*B pontosan akkor, ha B € U(4). Ezek utan
definialjuk a H"" szabalyhalmazt a kdvetkezképpen:

H"={4—r | vanolyan BEN", hogy B—reH", r&N, BeU(A}

A A

O ¢— M —m —>

f

E
D E
Az igy kapott G"'=(N"" T, S, H") nyelvtanra L(G)\{A}=L(G""), mivel az A— B szabalyok
alkalmazasat az el6bbi két csoportba tartozo szabalyok alkalmazasaval biztositjuk és forditva. Q.E.D.

D E a

A Chomsky normalforma hasznalata esetén a leveztési fa egy binaris fa lesz, minden 1épésben vagy a
mondatforma hossza n6é ( A—BC alaku szabaly alkalmazasa) vagy egy terminalis bevezetésével egy
agon befejezddik a levezetés ( 4 — a alaku szabaly esetén).

7.5. példa - Chomsky normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {a,b,c},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normalalaka nyelvtant, ahol
H = {S— ABaba, A— B, A— ¢, B— AbA, B— S }

Megoldas:

(1) Els6 Iépésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és (terminalis) normalalaku.
Ehhez el6szor a G nyelvtan minden olyan x; terminalis bettijéhez, amely szerepel olyan szabalyban,

ami nem normalalaku, 0j X; nemterminalist vezetlink be.

Ezutan a G| nyelvtan H| szabalyhalmazat ugy kapjuk, hogy felvessziik az X;— x; szabalyokat, valamint

a H szabalyhalmaz elemeit atvessziik ugy, hogy a szabalyokban az x; betiik azon eléfordulésait,

melyek nem (terminalis) normalalaku szabalyban szerepelnek, Xj-re cseréljiik.

Jelen esetben legyenek az uj nemterminalisok az X, és az Xp, ekkor:
G1=({S,4,B,X;,Xp},{a,b,c},S H}), ahol
H\={ X,— a, Xp— b, S— ABX, XpX; A— B, A— ¢, B— AXp4, B— S}

(II.) Masodik Iépésben megadunk egy G, nyelvtant, ami ekvivalens

az eredeti nyelvtannal, normalformaju és nem szerepel benne Y— Y,Y>...Y,, n>2 alaku szabaly.
Ehhez a G| nyelvtanbol indulunk ki.

A Hj szabalyhalmaz Y— Y1Y,...Y,, n>2 alaka szabalyait helyettesitjiikk uj szabalyokkal,
a tobbi szabalyt pedig valtoztatas nélkiil atvessziik a H, szabalyhalmazba.

Minden Y— Y1Y>...Y,, n>2 alaku szabalyhoz

vezessiink be 71,2, ... ,Z,» 1j nemterminalisokat,

ugy, hogy Z;-bél az Y;,...Y, sz6t tudjuk levezetni:

az 0sszes Y— YY>...Y,, n>2 alaku szabalyt helyettesitsiik

a kovetkez6 szabalyokkal:

Y— Y7,
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Z1— Yo,

Zy3— Yy0Zyo,
Zyo— Yy 1Y,

Jelen esetben:
G2:({S,A,B,Xa,Xb,Zl,Zz,Z3,Z4}, {a’b;c};S;HZ), ah()l
Hy={ X;— a, Xp— b, S— AZ\, Z\— BZy, Zy— XyZ3, 23— XpXoq, A— B, A—> ¢, B— AZy, Z4y— XpA, B— S }

(II1.) Harmadik 1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens

G' Chomsky-féle normalalaka nyelvtant. Ehhez két 1épésre van sziikség.

Els6 1épésben meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden olyan Z nemterminalishoz, mely levezethetd
legalabb egy masik nemterminalisbol a G, nyelvtanban és

szerepel olyan H; halmazban 1év6 szabaly bal oldalan, amelynek jobb oldalan egy terminalis

vagy pedig két nemtermindlis betii all.

Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az 6sszes olyan nemterminalist,

melybdl egy vagy tobb 1épésben levezethetd a Z betii.

Jelen esetben:

U(B)={4},

U(S)=1{B,4}.

Masodik 1épésben a H' szabalyhalmazba atvessziik a H, szabalyhalmaz mindazon szabalyait,
melyek jobb oldalan egy terminalis betli vagy pedig kettd nemterminalis talalhato,

majd hozzavessziik mindazon szabalyokat, melyeket gy kapunk, hogy a mar

atvett szabalyok bal oldalan szerepld betlit a hozza tartozo U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formalisan:

H=H,VU{Z-p|X—>pe€ HyZc UX}H)\{X— Y| XYE N}.

Jelen esetben:

G'=({S,4,B,X,,Xp,Z1,2>,25,Z4},{a,b,c},S,H"), ahol

H={X,— a, Xp4— b, S—> AZ\,B— AZ|, A— AZ\, Z1— BZ,, Z,— X, 73, Z3— XpX,, A— c,
B— AZy, A— AZ4y, Z4— XpA } [

7.6. példa - Chomsky normalforma 2.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y,z},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normalalak( nyelvtant, ahol
H={S—BB, A—S, A—xxzz, A=y, B—>AxzxA, B—A }

Megoldas:

(1)

Legyenek az 0j nemterminalisok az X és a Z, ekkor:
G1=({S,4,B,X,Z},{x,y,z},S,H), ahol

H\={ X—x, Z—z, S—>BB, A—S, A»>XXZZ, A—y, B>AXZXA, B—A }

(I1)

G2:({S,A,B,XZ,ZI,Zz,Z3,Z4,Z5}, {x,y,z},S,Hz), ahol

Hy={ X—x, Z—z, S—BB, A—S, A—>XZ|, Z\—>XZ), Z,—7ZZ, A—y, B—AZ3,
73— X2y, Z4—7Z7s, Zs5—XA, B—A }

(I1L.)

U(S)={4,B},U(4)={B}.

G'=({S,A,B,XZ,ZI,Zz,Z3,Z4,ZS}, {X,y,Z},S,H'), ahol

H'={ X—x, Z—z, S5BB, A—»BB, B—»BB, A—»XZ,, B—>XZ|, Z\—XZ,;, Z,—ZZ,
A—y, B>y, B—AZ3, Zy—XZs, Z4—2Z7Zs5, Zs—XA } [
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7.7. példa - Chomsky normalforma 3.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normalalakt nyelvtant, ahol
H={ S—ABBAB, S—x, A—BB, A—S, A—B, B—ASA, B—y }

Megoldas:

(I.) Mivel a G nyelvtan mar normalalakban van, ezért G;=G.

(IL)

Gzz( {S,A,B,Zl,ZZ,Z3,Z4}, {x,y},S,Hz), ahol

sz{ S—>AZ], Zl—>BZQ, Zz—>BZg, Z3—>AB, S—>x, A—)BB, A—)S, A—)B,
B—AZ4, Z4—SA, B—y }

(I1L.)

US)={4}, U(B)={4}.

G'Z({S,A,B,Zl,ZQ,Z3,Z4}, {x,y},S,H’), ahol

H'Z{ S—>AZ], A—>AZ], Z]—>BZQ, ZQ—>BZ3, Zg—>AB, S—»x, A—>x, A—>BB, B—)AZ4,
A—AZy, Z4—SA4, B—y, A—y } O

7.3.2. Greibach normalforma

A Chomsky-féle normalforma segitségével kikiiszoboltiik a levezetésekbdl az A =*4 alaka formakat,
amelyek a levezetés hosszat a végtelenségig megndvelhették kell6 odafigyelés hianyaban. Egy masik
féle probléma mertiilhet fel A—A4B alaku szabaly hasznalata soran: ha legbaloldalibb m6don szeretnénk
a keresett szot levezetni, €s pont egy ilyen alaku szabaly alkalmazhato, akkor ugyanigy alkalmazhato
lesz a kovetkezd mondatformara, majd az azt kovetdre, és igy tovabb. Ha a levezetés soran mast
nem vesziink figyelembe, akkor itt a levezetési fa felépitésével egy végtelen agba keriiltiink igy a
visszalépéses keresd algoritmusa nem alkalmazhato6 a széprobléma megoldasara.

Balrekurzionak nevezziik, ha egy G=(N, T, S, H) nyelvtanban van olyan A€ N, hogy A=*Ar

(valamely re(NUT )" esetén). Kozvetlen balrekurziorol beszéliink, ha 4= 4r vagyis van olyan
szabaly, hogy 4 — Ar.

A kozvetlen balrekurzio megsziintetésére szolgalo algoritmus 1épéseivel analdg modon tovabbalakitva
a nyelvtant jutunk el a Greibach-féle normalalakig, ami a balrekurzio teljes kikiiszobolésével adodik:

A kovetkez6 normalforma az amerikai Sheila Greibach nevéhez fuzddik.

15. Definicié. Egy kornyezetfliggetlen nyelvtanrol akkor mondjuk, hogy Greibach-féle normalalaku,
ha minden szabalya 4—ar alakl, ahol AE N, a €T, rEN". O

Igaz a kovetkezd tétel, aminek bizonyitdsat most nem kozoljiik, de a konstruktiv algoritmust egy
példan bemutatjuk.

47. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvivalens Greibach normalformaji
nyelvtan.

Az eredmény jelentdsége az, hogy a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek is generalhatoak (a regularis és a
linearis nyelvekhez hasonldéan) oly mddon, hogy a levezetés minden 1épésében torténik terminalis
bevezetése. Ennek kovetkeztében a levezetés 1épésszama pontosan annyi kell hogy legyen, mint a
levezetendd szo6 hossza.

151



Kornyezetfliggetlen nyelvek

7.8. példa - Greibach normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G({4,B,C},{0,1},S,H) nyelvtannal ekvivalens Greibach normalformaji nyelvtant, ahol
H={

S—BC,

B—CS,

B—1,

C—SB,

C—0}

Megoldas:
(I.) A balrekurzi¢ kiiktatasa

Allitsunk fel egy sorrendet a nemterminalisok kozt. Legyen ez most S<B < C'!

Alakitsuk at a szabalyokat ugy, hogy a sorrendben kés6bb kovetkezd szabalybdl ne legyen levezethetd
olyan sz06, melynek elsé betiije egy sorrendben elérébb 1évé nemterminalis (€s haladjunk a valasztott
sorrendben: tekintsiik eldszor az A— u alak szabalyokat... (u € (N U T)"):

S— BC maradhat (S < B),
B— CS maradhat (B < (),
B— 1 maradhat.

C— SB helyett C— BCB, mert (C > S miatt, mintha a C = SB = BCB levezetésben mar az
§ -re is alkalmaztunk volna szabalyt.)

majd C — BCB helyett C — CSCB és C — 1CB ( C > B miatt, mintha a BCB elsé B -jére is
alkalmaztunk volna mar levezetési szabalyt.)

C— 0 maradhat.
(II.) A kozvetlen balrekurzi6 kiiktatasa

S — BC,
B— CS,
B—1,

C — CSCB,
C — 1CB,
C—0.

Csak a C — CSCB szabaly tartalmaz kozvetlen balrekurziot. Csoportositiuk a C — u (u € (N U T)")
alaku szabalyokat az alapjan, hogy balrekurzivak, vagy nem. Megjegyezziik, hogy egyik csoport sem
lehet {ires, ha rekurzio el6fordul és a C nem felesleges szimboluma a nyelvtannak.

Vezessiik be a C’ i nemterminalist, mely a sorrendben el6zze meg a mar 1étezeket!
A sorrend tehat C'< S < B < C legyen!

A balrekurziv C—CSCB szabaly helyett vegyiik fel a kdvetkezdket:

C—0C,

C — 1CBC',

(a nem balrekurziv szabalyokat vegyiik fel ugy is, hogy az 1j C' szimbo6lum szerepel a jobboldal végén)
C'— SCB,

C'— SCBC".

(Az 1j nemterminalissal a baloldalon vegyiik fel a balrekurziv szabaly(ok) jobb oldalat a balrekurziot
okoz6 kezd6 C nélkiil. Vegyiik fel ezeket a szabaly(oka)t ugy is, hogy a jobboldal végén a C'is szerepel.)

igy a szabalyok:
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S — BC,
B— CS,
B—1,

C — 1CB,
C—0,
C—0C,
C— 1CBC',
C'— SCB,
C'— SCBC(C".

(II1.) Ha a jobboldal els6 betlije nemterminalis, akkor helyette a beldle levezethetd jobboldalakat kell
behelyettesiteni:

C—1CB;

C—-0;

C—-0C';

C — 1CBC'; megfeleld szabalyok

B—1;
B — CShelyett B— 1CBS, B— 0§, B— 0C'S, B— 1CBC'S ; (vagyis a C helyett az el6z6 négy
szabaly jobboldalait)

§ — BChelyett S — 1C, S — 1CBSC, S — 0SC, S — 0C'SC, S — 1CBC'SC ; (vagyis a B helyett
az el6z6 ot szabaly jobboldalait)

C’'— SCB helyett C'— 1CCB, C' — 0SCCB, C' — 1CBSCCB, C'— 1CBC'SCCB, C' — 0C'SCCB ;
C'— SCBC' helyett C' = 1CCBC', C' — 0SCCBC', C' - 1CBSCCBC', C' = 1CBC'SCCBC",
C'— 0C'SCCBC’

Ezzel nyelvtanunk megfelelé formaju lett.
G=({S,B,C,C"},{0,1},S,H"), ahol H' szabalyai: {
C—1CB,

C—0,

C—0C,

C — 1CBC,

B—1,

B — 1CBS,

B — 08,

B—0C'S,

B — 1CBC'S,

S— 1C,

S — 0SC,

S — 1CBSC,

S — 1CBC'SC,

S — 0C'SC,

C'— 1CCB,

C'— 0SCCB,

C'— 1CBSCCB,

C'— 1CBC'SCCB,

C'— 0C'SCCB,

C'— 1CCBC',

C'— 0SCCBC',

C'— 1CBSCCBC',

C'— 1bCBC'SCCBC",

C'— 0C'SCCBC’

i

Ha ezek a szabalyok a jobboldali els6 terminalis utin még tartalmaznanak terminalist,
akkor azt mar csak a normalis alakra hozasnal tanult médon, 1j nemterminalisok bevezetésével
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kellene kiiktatni. [

7.4. A Bar-Hillel lemma

A kornyezetfiiggetlen nyelvek esetén a levezetések fa abrazolasa (a levezetési fa) segitségével fogjuk
belatni a kovetkezd iterdcios lemmat:

48. Tétel. (Bar-Hillel lemma) Barmely L kornyezetfiiggetlen nyelvhez 1étezik olyan n természetes
szam, hogy V z € L esetén | z|> n széra z = uvwxy alakban irhaté, ahol [ywx|<n, vx# 1 és uviwxiy € L
minden i > 0 egész szamra.

Bizonyitds. Roviden ez a lemma azt mondja ki, hogy a nyelvben minden elég hosszl sz6hoz végtelen
sok rokon szerkezetli tovabbi sz talalhato. A bizonyitasnal elég A- mentes nyelvtanra szoritkoznunk.
Feltételezziik tovabba, hogy a nyelvtanunk Chomsky-féle normalalakban adott. Ha egy z € L(G)
szonak a levezetése olyan faval abrazolhat6, amelyben a leghosszabb Ut & hosszlsagu, akkor a

Chomsky-féle normalalak miatt|z|< 2k, Tegyiik fel, hogy az N elemeinek szama j és legyen n= 2/

Ha most z€ L és |z|>n, akkor az S =*z levezetési fajdban a leghosszabb ttnak j- nél hosszabbnak
kell lennie. Vegyiik ennek az utnak az utolsé j+ 1 hosszisagu szakaszat. Lesz olyan 4 € N valtozd,
amely ezen a szakaszon legalabb kétszer eléfordul.

S
)
Y4 A Y
7 A Y
, IIIIII \
/’ "\
; \
S OA v
/ A y
4 /N AN
/ 7 \ Y
' 7 \ “
/, 4 \\ \\
/ ’I A \ \
/ / A \ \\
/ 7 N N
/ 7 / N b \\
’ , / \* \ N
bl P> <« < > 4
u \' W X Y

Vegyiik ennek a valtozonak két ilyen eléfordulasat. Ezek koziil az els6hdz (az S- hez kozelebb
fekvohoz) tartozd részfa végpontjainak megfelelé szo legyen r, a masik részfa végpontjainak
megfeleld szo legyen w. Ezekre nyilvan 4="r és A=*w, tovabba a w részszava r- nek, tehat
r=vwx valamely v, x € T" szavakra. Emellett nyilvan z = ury is teljesiil valamilyen u, y € T" szavakra.

Az A valtozé szoban forgd eléforduldsainak a megvalasztasa miatt |7|< 21 Masrészt S =>*udy és
A=*vAx is fennall, tehat tetszéleges i > 0 egész szamra S =*uviwxiy. Itt nem lehet v és x mindkettd
4, mert az A =>*vAx levezetés legalabb egy 1épést tartalmaz, tekintve, hogy az A- nak két kiillonb6z6
eléfordulasardl van szd. Akkor pedig ebben a levezetésben az elsd 1€pés csak egy 4—BC alaku
szabély alkalmazasa lehet, s ezért| vx|> 1, miutdn a nyelvtanunk A- mentes. Ezzel befejeztiik a lemma
bizonyitasat. Q.E.D.
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7.9. példa - A Bar-Hillel lemma alkalmazasa

Az {aibicili> 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Ha volna olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely generalja ezt a nyelvet, akkor a lemma szerint
volna olyan z=uvwxy sz06, hogy vx # 4, és minden i>0- ra uviwxiy echhez a nyelvhez tartozik. Az

wiwxiy = aib’c/ osszefiiggést azonban az u, v, w, x, y szavak semmilyen konkrét valasztasa mellett
sem lehet végtelen sok i - re és j- re kielégiteni. Ugyanis v és x koziil egyik sem tartalmazhat tobbféle
betiit (hiszen ekkor a pumpalas soran létrejovo sz6 alakja nem a*b’c* lenne). Ha viszont csak egyfélét
tartalmaznak, akkor az a, b, ¢ koziil legalabb az egyiknek a kitevéje i - t6l fiiggetlen lesz. ]

A lemma alapjan azt is kijelenthetjiik, hogy ha egy kornyezetfiiggetlen nyelv végtelen, akkor igaz ra a
konstansndvekmény elve, vagyis van olyan konstans » € N, hogy minden u szavahoz van a nyelvnek

olyan szava, melynek hossza nem tSbb, mint | u|+n.

Tovabbi példakat mutatunk a lemma alkalmazasara:
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7.10. példa - Bar-Hillel lemma 1. feladat

Bizonyitsa be, hogy az L ={a't/c'd| i,j > 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Megoldas:
Tegyiik fel indirekt, hogy megadhat6 olyan n természetes szam, amely a Bar-Hillel lemma szerint
minden kornyezetfiiggetlen nyelv esetében 1étezik!

2n b2n cZn d2n

Tekintsiik az a sz6t, ami nyilvanvaldan eleme a nyelvnek és hosszabb n -nél.

Legyen a”"b*"c*"d*" = uvwxy, ahol xy # A, ekkor uv*wx’y € L.
Ha v és x koziil valamelyik tartalmaz a-t, akkor [vwx|< n miatt egyikiik sem tartalmazhat c-t.

Igy a pumpalas kivezet a nyelvbél.

Ha viszont v és x koziil valamelyik tartalmaz b-t, akkor [vwx|< n miatt egyikiik sem tartalmazhat d-t;
a pumpalas igy is kivezet a nyelvbol.

Igy tehat sem v, sem x nem tartalmazhat sem a-t, sem b-t, akkor viszont a sz6 hossza nem valtozhat,
ami ellentmond a lemma allitasanak. []

7.11. példa - Bar-Hillel lemma 2. feladat
Bizonyitsa be, hogy a L={wcw | w € {a,b} *} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Megoldas:

Tegyiik fel indirekt, hogy L kornyezetfiiggetlen, ekkor legyen n a lemma altal adott konstans.

2ny2n . 2ny2n
b"ca™b

Tekintsiik az a sz6t. Ekkor vx # A miatt a v az els6

a®"b*" blokk részszava kell, hogy legyen, amig az x a ¢ utani blokk részszava.

Ellenkezo esetben vagy a c-k szama valtozna a pumpalas soran, vagy a c eldtti, illetve utani
blokkok hossza valtozna kiilonbozore.

| vwx |< n miatt viszont igy a v csak b-ket, az x pedig csak a-kat tartalmazhat, igy viszont
az iteracid kivezet a nyelvbol. [

7.12. példa - Bar-Hillel lemma 3. feladat

Bizonyitsa be, hogy az L= {ak2 | k> 1} nyelv nem kornyezetfliggetlen!

Megoldas:

Tegyiik fel indirekt, hogy L kdrnyezetfliggetlen!

Ekkor igaz ra a Bar-Hillel lemma, tehat 1étezik olyan n szam,

hogy minden 7-t6] hosszabb L-beli sz6 felirhaté a lemma szerinti uvwxy alakban,
hogy uvvwxxy, uvvwwxxxy ... is L-beli.

Legyen m?>n és am2=uvwxy és [vx| =c>0!

Ekkor m*+c,m*+2¢,m*+3c... is négyzetszam kell legyen.

Kérdés tehat, hogy van-e olyan szigortian monoton novekvd szamtani sorozat,
melynek minden eleme négyzetszam?

Mivel két szomszédos négyzetszam kiilonbsége minden hataron til nd,

ezért egyszer meghaladja c-t is, tehat nincs.

Vagyis ellentmondasra jutottunk. Az ellentmondés oka csak az indirekt feltétel hamis volta lehet. [
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7.13. példa - Bar-Hillel lemma 4. feladat

Kornyezetfiiggetlen-e az L={0"12"}| m > 1} nyelv?

Ha igen, adjon meg hozza kornyezetfiiggetlen grammatikat,ha nem, bizonyitsa be!

Megoldas:

Ha az v csak 1-eseket, az x csak kétszer annyi 0-t tartalmaz, akkor azok hatvanyozasaval
tovabbra is L-beli szavakat kapunk, ezért a Bar- Hillel lemmaval nem jutunk ellentmondasra.
pl:

v=0,

w=A,

x=11.

Ekkor a lemma szerinti alland6 n = 3.

A nyelv tehat lehet kdrnyezetfiiggetlen, és meg is tudunk adni egy, a nyelvet generald nyelvtant:
G=({S},{0, 1}, S, {S— 0511, S— 011}). O

7.14. példa - Bar-Hillel lemma 5. feladat

Kornyezetfiiggetlen-e az L={0i12i0/ | ij > 1} nyelv?
Ha igen, adjon meg hozza kornyezetfiiggetlen grammatikat, ha nem, bizonyitsa be!

Megoldas:
Két alapjaban eltéré modon is kielégithetd a Bar-Hillel lemma:

- v-t 0-b6l, x-et 17-bd] valasztjuk, ugy, hogy x kétszer hosszabb.
PL:
v=0,
w=A,
x=11.
Ekkor n=3.
- v-t &s x-et is 0/-bé] valaszjuk.
PL:
v=0,
W=A,
X=\.
Ekkor n=3.
G=({S, 4, B},{0, 1}, S,{S — AB, A — 0411, 4 — 011, B — 0, B — 0B}) pedig egy grammatika,
amely a keresett nyelvet allitja eld. [
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7.15. példa - Bar-Hillel lemma 6. feladat

Kérnyezetfiiggetlen-e az L={0' 1j02i|i,j > 1} nyelv?

Megoldas:

Ha a két sz¢&lén valasztjuk ki a "pumpaland6” részeket, akkor ezek tavolsaga barmekkorara néhet,

igy nem tudjuk # alatt tartani, ezért a két "pumpalando" részt valasszuk az 1-esek koziil példaul egymas mell6l.
v=1,

w=A,

X=A,

n=3.

Vagyis a Bar-Hillel lemmaval nem keriiltiink ellentmondasba, és ez a nyelv egyébként tényleg kdrnyezetfiiggetlen:
A G=({S, 4}, {0, 1}, S, {S— 0500, S — 0400, 4 — 14, 4 — 1})

2-es tipust grammatika pontosan ezt a nyelvet generalja.

El6szor a 0-kat allitjuk el6 .S — 0S00 szabaly i-1 szeri alkalmazasaval,

majd a sz6 kozepét toltjiik fel 1-esekkel. [

7.16. példa - Bar-Hillel lemma 7. feladat

L={d"|p; az i-edik prim i > 1}
Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy L kornyezetfiiggetlen! Ekkor alkalmazhaté ra a Bar-Hillel lemma,
vagyis, ha ¢ olyan prim, hogy nagyobb a lemma altal 1étez6 n-nél, és az vx hossza m,
akkor c+m, ct+2m, ... , ctcm is prim.

Marpedig c+cm=c(1+m) nem lehet prim. Vagyis ellentmondasra jutottunk. [

7.17. példa - Bar-Hillel lemma 8. feladat

Legyen L= {pp'l|p'l a p tiikorképe, p € T}, ahol T tetszOleges abéce.
Kornyezetfiiggetlen-e az L nyelv?

Megoldas:

Tetsz6leges L-beli szo6 esetén, ha a Bar-Hillel lemma szerinti v és x részszavakat
szimmetrikusan valasztjuk, akkor ezek "pumpalasaval" tovabbra is L-beli szavakat kapunk,
tehat az L nyelv "kiallja" a Bar-Hillel lemmat.

Hogy valdban kornyezetfiiggetlen, ahhoz csak azt kell l1atni, hogy

ha a grammatikanak csak S — aSa (a € T) és S — A tipusu

szabalyai vannak, akkor az pontosan az L nyelvet allitja eld. ]
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7.18. példa - Bar-Hillel lemma 9. feladat

L={a" =m*+3m+1,m>1}
Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kérnyezetfiiggetlen!

Megoldas:

A bizonyitas azon mulik, hogy két szomszédos ilyen alaku szam tavolsaga

- [(m+1)*+3(m+ 1) +1]-[m*+3m+1]1=2m+4 -

minden hataron tal ndhet, az uvwxy, uvvwxxy, uvvvwxxxy ... hosszai pedig szamtani
sorozatot alkotnak. ]

7.5. Veremautomatak

srcr

akkor (a véges abécéjii) végtelen automata fogalmdhoz jutunk. Ez a fogalom e forméjéban tul
altalanosnak bizonyult, ezért bevezették a végtelen automatak specialis fajtait.

7.19. példa - Verem miikodése

Az egyetemi menzan az ételeket talcan szokas a kiszolgalo pultoktol az asztalokhoz vinni. A talcak a
kiszolgald pultoknal egymas tetején vannak elhelyezve, s mindig csak a legfelsé talcat lehet elvenni.
Ha a legfels6 talca valamiért nem szimpatikus (szine vagy mas miatt), ahhoz hogy az alatta levd
valamelyik talcahoz hozzaférjiink, le kell venni a legfelsot, s félretenni. Ezt a mozdulatot mindaddig
folytatnunk kell, mig a kivant (valamiért szimpatikus) tdlcahoz nem jutunk. Ezutan (ha rendeseknek
akarunk latszani) akkor a félretett talcakat visszapakoljuk (tobbnyire forditott sorrendben mint ahogy
elvettiik) ugy, hogy minden visszapakolt talca f6lé helyezziik a kovetkezd visszapakolandot. [J

A veremautomatat eredetileg aritmetikai kifejezések szamitogéppel torténd kiértékelésére vezették be,
s torténeti érdekessége, hogy egy veremautomatat realizal6 szoftver volt az elsé olyan szamitogépes
szoftver termék, mely szabadalmi oltalmat kapott az USA-ban. Egyben ez volt a vilagon az els6
szoftver szabadalom. (A szabadalmaztatas a hatvanas években tortént.)

A verem olyan alapvetd adatszerkezet, amely fontos szerepet jatszik a programozas soran is. A
szamitogép, anélkiil, hogy erre konkrét veremkezeld utasitasokat hasznalnank alkalmazza a verem
adatszerkezetet a rekurziv programozasi modszerek esetén. Tekintsiik a kovetkez6 C-szer(i pszeudo-
kédot, amely a jol ismert Hanoi-tornyai probléma megoldéasara irodott.

7.20. példa - Verem, mint rekurzios eszkoz

Adott n paronként kiilonbozé méretli korong és harom rud. Kezdetben mind az n korong az elsd
(source) rudon van. Barmelyik radon barmelyik pillanatban a korongok csak méretiiknek megfelel
sorrendben lehetnek: adott korong alatt nala kisebb sohasem lehet. A cél hogy az 6sszes n korongot
a atrakjuk az els6 radr6l a masodik (target) rdra a harmadik (help) rad alkalmas segitségével,
oly mddon, hogy minden Iépésben egy korongot (a legfelsdt) tudjuk athelyezni egy rudrél egy
masik tetejére az elobb ismertetett feltételt betartva. A megoldas soran egyes rudakhoz, mint verem
adatszerkezethez tudunk hozzaférni.

function Hanoi (n,s,t,h){
if (n>0){
Hanoi (n-1,s,h,t);
nmovedi sk (s,t);
Hanoi (n-1,h,t,s);}
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Magyarazat: a Hanoi(n,s,t,/) hivasaval n korongot helyeziink at az s radrol a ¢ radra gy,
hogy kdzben a 4 rudat segédrudként hasznalhatjuk.

Masrészt a megoldas soran a rekurziv hivasok ugynacsak egy verem segitségével hajtddnak végre,
mindig a megfeleld helyre visszadva a vezérlést. Ahogy az eléz6 kod kompaktsagan is latszik a
rekurzio segitségével nagyon tdmor forraskoéddal tudunk feladatokat megoldani. ]

A veremautomata esetén egy potencialisan végtelen befogadoképességii veremmemoria Osszes
lehetséges tartalma eredményez végtelen sok allapotot. A veremmemoriat ugy képzelhetjiik el, mint
egy poziciokra felosztott, egyiranyban végtelen szalagot.

Minden pozicidba egy-egy jel irhatd. A jelek kiolvasasa, illetve torlése a bevitelhez képest forditott
sorrendben torténik (LIFO: Last In First Out adatszerkezet). Mas szdval, a verem belsejének
tartalmahoz kozvetleniil nem fériink hozza, hanem mindig csak a verem tetején 1évé jelet tudjuk
kiolvasni, illetve mddositani (feliilirni, vagy tordlni) és csak a verem tetejére (a benn 1évok folé)
helyezhetiink el ujabb jelet.

A verem aljan kezdetben csak egy specialis szimbolum van, a kezdé veremszimbolum.

Altalaban az input szalaggal ellentétben, amit vizszintesen elhelyezkedének gondolunk, a vermet
legtobbszor fiiggbleges elrendezéstinek képzeljiik/rajzoljuk. A formalis leirasunkban a hellyel valo
takarékossag miatt, vizszintesen ugy fogjuk elképzelni, hogy a legelsd betii a legfelsd; vagyis mintha
ez a szalag balra volna végtelen.

A veremautomata a véges bemend szo6t egy input szalagon kapja meg, melyrdl egy olvasdfejjel, balrol
jobbra haladva betlinként tudja leolvasni a bemend szo6t. Az is megengedett, hogy az input szalag tires
legyen, azaz az iires szOt tartalmazza.

A veremautomatadhoz a potencidlisan végtelen veremmemoridn és az input szalagon kiviil tartozik
még egy véges inicidlis nemdeterminisztikus kimend jel nélkiili automata, mely az input szalagrol
beolvasott betll, a verem tetején levd betli, valamint a belsd allapota alapjan fogja a verem tetejét
¢s belso allapotat megvaltoztatni. Az is megengedett, hogy egy-egy ilyen elemi lépés soran az input
szalagon a soron kovetkezd betlit ne vegye figyelembe, és/vagy az dtmenet 1ényegében ne fliggjon
a verem tetején 1évo betlitdl. Azt az elemi 1épést, mikor a veremautomata az input szalagon soron
kovetkezd betlit nem olvassa be (az olvaso fej helyben marad), 4- 1épésnek is szokas hivni. Ezt a
véges inicialis nemdeterminisztikus kimend jel nélkiili automatat a fejezet tovabbi részében a rovidség
kedvéért a vereamutomata véges automatajanak (vagy véges vezérldjének) hivjuk.

A veremautomata mitkodésének kezdetekor a verem szinte iires (csak a kezd6 veremszimbolum van a
verem aljan), az input szalag olvasofeje a szalag elsé betiijére mutat (vagy ha az input szalag tartalma
az lires sz0, ezt érzékeli), s a veremautomatahoz tartozo6 véges automata pedig a kezdé allapotaban van.

A mikddés veremautomata esetén is diszkrét idoskala mentén haladva torténik. Ha a
veremautomatahoz tartozo véges automata a miikodés soran a teljes input elolvasasaval eljut egy
végallapotba, akkor veremautomata megall. A veremautomata megall akkor is, ha a hozza tartozo
véges automata egy olyan allapotban van, melyhez nem tartozik egyetlen alkalmas atmenet sem.
Az alkalmas atmenet 1étezése azt jelenti, hogy a verem tetején 1évé jel figyelembe vételével vagy
anélkiil és az input szalagon 1év6 kovetkezo betli (ha van olyan) figyelembe vételével vagy anélkiil az
adott allapotbol van lehetséges atmenet egy masik allapotba a veremautomata véges automatajaban.
A veremautomatahoz tartozo véges automata belsé allapotat a tovabbiakban roviden a veremautomata
belsé allapotanak, vagy a veremautomata allapotanak mondjuk. (Szigoruan véve a veremautomata
belsd allapotat egy par hatarozza meg, melynek elsé eleme a verem tartalma, a masodik pedig a
veremautomatahoz tartozo véges automata belsé allapota, s igy tekintve a veremautomata végtelen.)

Ha az input szalagon egy nem {ires sz6 van, s a veremautomata ugy all meg végallapotban, hogy
elézbleg az input szalag utolso betiijét is beolvasta, akkor azt mondjuk, hogy a veremautomata az
input szalagon levd szot elfogadta. Ha a veremautomata ugy all meg végallapotban, hogy az input
szalag tartalma az iires sz0, akkor azt mondjuk, hogy a veremautomata az iires szot elfogadta. Akkor
mondjuk, hogy a (nemdeterminisztikus miikddésii) veremautomata egy bemend szot elfogad, ha
van olyan futasa (mikodésmodja), hogy a bemend szot elfogadja. A veremautomata altal elfogadott
bemend szavak Osszeségét a veremautomata altal elfogadott nyelvnek hivjuk. A veremautomataknak
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tobbféle definicidja is ismert, a kovetkezOkben tobbféle (altalanosabb és egyszerlibb modellt is
megvizsgalunk). Latni fogjuk, hogy a veremautomatak altal elfogadott nyelvek osztalya épp a
kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya.

Formalisan, egy veremautomata ~ (PushDown  Automaton) a  kdvetkezd  hetes:
PDA=(Q, T, Z,q Zy, d, F) ahol

0 a belso dallapotok nem {ires és véges halmaza, vagy mas néven allapot abécé,
T az inputabécé, vagy szalagabeécé
Z a veremabécé,

q9,€ O a veremautomata kezdo dllapota,
Zy € Z a verem kezddjele ("alja"),

d leképezés a O (T U{A) x Z- bol a O x Z* véges részhalmazaiba a (nemdeterminisztikus) dtmeneti
fiiggvény,

F < Q a veremautomata végallapotainak halmaza.

fel nem dolgozott része, z € Z* a veremmemoria pillanatnyi tartalma ( z elsé betiije a verem tetején 1évo
betil), g € O pedig a veremautomata pillanatnyi belsé allapota. Egy veremautomata minden 1épésben
a pillanatnyi konfiguraciébdl a d atmeneti fliggvény definicidja értelmében egy vagy tobb pillanatnyi
konfiguracioba mehet &t (vagy épp nem mehet at egybe sem). Mint mar emlitettiik, az atmenet torténhet
oly modon, hogy kozben a veremautomata nem kéri a bemend jelsorozat kovetkezo jelét ( A- 1€pés).

A PDA veremautomata egy (au, g, Xz)€(T*xQxZ") konfiguraciot egy lépésben dtalakit a
(u, p, 12)€(T*x 0 x Z*) konfiguracioba, ahol ac€(TU{Y), XE€Z pedig a verem tetején levé
szimbolum, (jelekben: (au, g, X2)pp (u, p, tz), vagy csak egyszeriien: (au, g, X2)+(u, p, t2) )),
ha van olyan a€TU{L}, p,q€Q, valamint t€Z", hogy a kovetkezd Osszefiiggés fennall:
(p, Ve dq, a, X).

Egy veremautomata a (u, ¢, z) € (T*x O x Z") konfiguraciot (véges 1épésben) dtalakit (4talakithat)
a (v, p, ) konfiguracioba - jelekben: (i, ¢, 2) (v, p,#) - ha van olyan véges konfiguraciésorozat
Py, Py, ..., Py, melyenk elsé tagja Py=(u, ¢, z), utols6 tagja P,=(v, p, 1), és barmely két egymast
kovetd tagjara P;+pp 4Piq (i=0,...,n-1) fenndll.

A veremautomata altal (végallapottal) elfogadott nyelv:

L(PDAp)={we T*|(w, qy ZY)+*(, p,z) valamely z€Z* é peEF esetén |

Lathato, hogy a veremautomata egy 1épésben egy jelparon tud operaciot végrehajtani, aholis a jelpar
egyik tagja a veremabécé egy jele, a masodik tagja pedig az input abécé egy betlije, vagy az iires sz0.

Az eddigiek soran a veremautomata végallapottal fogadta el a nyelvet, a szakirodalomban ugyanilyen
jol ismert az iires veremmel elfogadd automata. Sok esetben, mint pl. a rekurziv programok esetén is,
akkor tekintjiik a rendszer mitkodését helyesen befejezettnek, ha végiil kiiiriil a verem.

Egy PDA=(Q, T, Z, q, Z, d, F) veremautomata iires veremmel fogadja el az
L(PDA,)={we T*|(w, 4y ZH (U, p, ) valamely pEQ esetén | nyelvet.

Egy iires veremmel elfogadd veremautomata esetén (vagyis ha az L(PDA,) nyelvre vagyunk
kivancsiak), tulajdonképpen az F’ végallapotok halmazara nincs is sziikség.

A veremautomatakat is megadhatjuk grafikusan a véges automatakhoz hasonlé médon: kdrokkel
jeloljik az allapotokat, kiilon (egy bemend nyillal) megjelolve a kezddallapotot. Végallapottal
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elfogado automata esetén duplakarikakkal jeldljiik a végallapotokat, tires veremmel elfogad6 automata
esetén pedig nincs végallapot (vagyis a végallapotok hidnyaval jelezziik, hogy iiresveremmel
elfogadasrol van szo). A d dtmenetfiiggvény alapjan, ha (p, 1) € d(q, a, X), akkor egy iranyitott él vezet
a g allapotbol a p allapotba és az élen az (a, X [Dcimke (a€ET, X €Z,tEZ") mutatja, hogy az atmenet
akkor lehetséges ha a- t olvasunk az input szalagrol mikdzben X van a verem tetején, amit az d&tmenet

sordn a ¢ - vel helyettesitiink.

Egy tetszOleges veremautomata esetén a végallapottal, illetve az iires veremmel elfogadott nyelvek
nagyon kiilonbozhetnek egymastol. Ezért nagyon fontos, hogy, ha adva van egy veremautomata, akkor

legyen adott az is, hogy mely mddon akarjuk azt nyelv elfogadasra hasznalni.

7.21. példa - Végallapottal elfogad6 veremautomata miikodése

Olyan veremautomata miikddés kozben, mely az ab" alaku szavakat fogadja el:

O

7.22. példa - Az azonos szamu a és b betiibol allé szavakat végallapottal elfogado

a"b" alaku szavak elfogadasa

d|ada a a b|b|b|b

&

(qo)
o

A veremautomata az a"B7 alaky szavakat fogadja el
A= ({0 ar.av}. {3 BL L Zo}. g Zo. 6. {au}).
d(go. 3, Zo) = (@, 17a],

#{gp. 2.1) = (go, 11),

(0. b.1) = (a1, 1),

(1. b.1) = (a1, ),

(a0 A Zo) = (2. Zo).

veremautomata

A kovetkezd veremautomata olyan szavakat fogad el, melyekben az a- k és b- k szama megegyezik.

Egvenls szamu "a" &5 "b" elfogadasa

a|b b a alalbl|b

(qo)
xq_'?f

A veremautomata azokat a szavakat fogadja el,

amelyekben egyenld szami "a" és "h" taldlhatd.
A={{go gqv}. {2 b} [1.2. Za}. go. Zo. 6. {qu )],

(a0, 3. Za) = (2. LZo). 6(0. b. Zs) = (0. 220},
d(go. 3.1) = (gn. 11), d{gp. b. 2) = (@, 22).

i dp. 3.2) = (go. A). d{ga. b, 1) = [go. A).

(g0, A, £o) = (av. Za).
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7.23. példa - A Dyck nyelvet végallapottal elfogadé automata

Az alabbi veremautomata a helyes zarojelek nyelvét (Dyck nyelvet) fogadja el.

A Dyck nyelw

- '«\-I
I\f}l:];J

A veremautomata a Cwyek nyelvet fogadja =l
qu:[-{q.;..q'p}.[[.]}.{l.f.;.].q.;..Z.;..l‘.i.{q.,}]. 1
& gn. [ £o) = (ga. 1Z3).
#(go. (. 1) = (@.11), 1
(g, ). 1) = (@ A).

[ a ZD

a

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a veremautomakkal végallapottal elfogadott nyelvek osztalya
megegyezik a veremautomakkal {ires veremmel elfogadott nyelvek osztalyaval. Az allitast két részben,
konstruktivan bizonyitjuk.

49. Tétel. Legyen L nyelv olyan amit a PDAy veremautomata végallapottal elfogad. Ekkor van olyan
PDA, veremautomata amely ugyanezt a nyelvet iires veremmel fogadja el.

Bizonyitds. Legyen  PDA;=(Q,T,Z,qyZyd F). Ekkor  megkonstrudlunk  egy
PDA,=(0Q\ T, Z qo', Zy,d', © ) automatat a kdvetkezéképpen:

0'=0Ulq. g, ahol g q, &0

7'=70{z,}, ahol Z,' & Z ;
d'- t pedig a kovetkezOképpen szarmaztatjuk d - bol.

Legyen d'(q), Zy) =g, ZoZ)s. Tovabba, minden p, g€ O,a€ T UL, X €Z,t EZ" esetén, legyen
(p, ) €d¥g, a, X) pontosan akkor ha (p, 1) € d(q, a, X) ; valamint legyen (g f’ ) €d¥g, , X) minden
ge(Fu {qf}) és X € 7' esetén.

Az igy konstrudlt PDA, automata elsé 1épése csak az lehet, hogy atmegy a szimuldlando PDAy
kezddallapotanak megfeleld allapotba, mikdzben a verembe a PDA s kezd8 veremszimboluma bekertil
a PDA, kezd6 veremszimboluma folé.

Ezutén az automata a PDAy automata egy futdsat szimulalja, amig az egy vegallapotba nem jut vagy
el nem akad.

Ha a PDAy egy végallapotba jutna, akkor, és csak ekkor, a PDA, automata atmehet a ¢ ’ allapotba

input olvasasa nélkiil, és kiiiritheti a verem tartalmat.

PDA4, pontosan akkor fogad el egy szot, ha a szimuldlando PDAy végigolvasta a szot és ekkor
végallapotba keriilt, vagyis pontosan a kivant nyelvet fogadja el. Q.E.D.
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50. Tétel. Legyen L nyelv olyan amit a PDA4, veremautomata iires veremmel elfogad. Ekkor van
olyan PDA veremautomata amely ugyanezt a nyelvet végallapottal fogadja el.

Bizonyitds. Legyen  PDA.=(Q,T.Z q;Zyd,F). Ekkor  megkonstrualunk  egy
PDAr=(0\T,Z\ q,,Zy, d' g f}) automatat a kovetkezéképpen:

0'=0Ulq,.q ahol g q, &0

Z'=7ZUZy, ahol Zy'& Z ;

d'- t pedig a kovetkezképpen szarmaztatjuk d - bol.

Legyen d '(qo’, Zy)= {(qo, ZZ ") Tovabba, minden p, g€ Q,a€ T UM, X €Z,t € Z" esetén, legyen

(p, D €dg, a, X) pontosan akkor ha (p, 1) € d(q, a, X). Ezen kiviil legyen (g ﬁ A ed'(q, 4 Z,) minden
q € QO esetén.

Az igy konstrudlt PDA, automata elsd lépése csak az lehet, hogy atmegy a szimulalando PDA,

kezddallapotanak megfeleld allapotba, mikozben a verembe a PD A, kezdd veremszimbdluma bekertil
a PDAy kezd§ veremszimboluma fol€.

Ezutan az automata a PDA, automata egy futasat szimulalja, amig annak verme ki nem {iriil (ekkor
most Z,' a veremtartalom) vagy el nem akad.

Ha a szimuldland6 verem kitiriilt, és csak ekkor, a PDAy dtmehet végallapotba.

PDAy pontosan akkor fogad el egy sz0t, ha a szimulalando PDA, végigolvasta a szo6t €s ekkor kitirtilt
a verme, vagyis pontosan a kivant nyelvet fogadja el. Q.E.D.

Az ¢l6z6 konstrukcidval kicsit tobbet is belattunk a tervezettnél: minden a veremautomatak altal
elfogadodtt L nyelvhez van olyan PDA veremautomata, amely L-et fogadja el végallapottal és iires
veremmel is, raadasul egyszerre végallapottal és liresveremmel fogadja el L minden szavat (és csak
ezeket).

3. Kovetkezmény. A veremautomatakkal végallapottal elfogadott nyelvek osztilya megegyezik a
veremautomakkal {ires veremmel elfogadott nyelvek osztalyaval.

A kovetkezdkben a veremautomatak és a kdrnyezetfiiggetlen nyelvosztaly kapcsolatara deritiink fényt.

51. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen L nyelvhez megadhatd egy PDA veremautomata, amely L-et
fogadja el lires veremmel.

Bizonyitds. Legyen adott G=(N, T, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely L-et generalja. Ekkor
definidljuk PDA=(Q, T, Z, ¢, Zp, d, D)- t a kdvetekezdképpen:

legyen O =1{q} ;

T abécé megegyezik a G nyelvtannal megadott terminalis dbécével, hiszen ugyanazt az L nyelvet
szeretnénk elfogadtatni, amit G general;

Z=NUT;Zy,=S;d-tpedig a H alapjan a kdvetkezOképpen definialjuk:

legyen (g, t) € d(g, J, @) pontosan akkor, ha 4— tE€ H ezen kiviil legyen (g, A) € d(q, a, @ minden
a€T- re.

Konnyen belathato, hogy az automata a w szo6 elfogadasa soran annak egy legbalodali levezetését
szimulalja. Q.E.D.

Az el6z6 konstrukcidban egy allapottal dolgoztunk, tulajdonképpen allapotra igy nincs is sziikség.
Allapotnélkiili veremautomatarol beszéliink, ha az eredeti definicionknak megfeleld automatdnak
csak egy allapota van. Vilagos hogy ilyen automatak esetén az elfogadas iires veremmel torténik.
Bevezethetjiik a kovetkezd roviditést: PDA,=(T, Z, Z, d)- val jeldljiik az iires veremmel elfogado
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allapotnélkiili veremautomatat (egyszerlien elhagyva a hetesbdl, illetve a d leképezésbdl az
allapotokat). Az eldzo tétel bizonyitasaval, a tételnél erésebb allitast bizonyitottunk be: minden
kornyezetfliggetlen nyelv iires veremmel elfogadtathato allapotnélkiili veremautomataval.

Ha az elébbi konstrukciot specialis, pl. Chomsky vagy Greibach normalalak( nyelvtanra végezziik
el, akkor megsporolhatbak azok a 1épések, amelyek a terminalisokat a verembe helyezik (ha a verem
tetején terminalis van, akkor csak olyan lépés kdvetkezhet, ami ezt kiveszi onnan, mikozben a szalagrol
olvasunk).

Chomsky-féle normalalaka G= (N, T, S, H) nyelvtan esetén a PDA,=(T, N, S, d) fogadja el a nyelvet
ahol 1 € d(a, A) pontosan akkor, ha 4 — a € H és BC € d(J, A) pontosan akkor, ha 4—BC € H.

Greibach normalforma hasznélata esetén ¢€d(a, A) pontosan akkor, ha A—at€ H valamely
AEN,a€ET,tE N esetén.

Ezek alapjan gondolhatnank azt, hogy ha allapotokat is megengediink, akkor a veremautomatak
a kornyezetfliggetlen nyelveknél bovebb nyelvosztaly elfogadasara képesek. Ezzel ellentétben
belathato, hogy az allapotok szimulalhatéak allapotnélkiili automataval is (a veremabécé megfeleld
kitejesztésével). Nem az allapotnélkiili és allapotokkal rendelkezd automatdk ekvivalencidjat
fogjuk kodzvetleniil bizonyitani, hanem tetszéleges PDA veremautomatahoz megkonstrualjuk azt a
kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amit PDA elfogad iires veremmel.

52. Tétel. Minden PDA veremautomatahoz létezik olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, hogy
L(PD4,) = L(G).

Bizonyitds. Legyen tehat PDA=(Q, T, Z, 4y Zo d. F ) adott. Készitsiik el a G=(W, T, S, H) nyelvtant
a kovetkezd médon. Legyen N =1[p, X, ¢l | p, g€ 0, X € Z} U{S}. A szabalyok pedig legyenek:

- S —lg; Zy, glminden g€ Q- ra.

- p X, q]—»a[ql, Yl,qz][qz, Y5 q.]

3 ...[q,, Y1, ¢} minden Iehetséges Gpdy - q,- 1€ (n=1), ha
(g, Yy... Y)Ed(p, a, X)

-[p, X, gl — a pontosan akkor, ha (¢, 1) € d(p, a, X).

Az els6 1épésben nemdeterminisztikusan megtippeljiik az utols6 allapotot az elfogadaskor. A masodik
1épésbeli szabalyokkal nemdeterminisztikusan tippeliink a kozbiilsé Ay -4, allapotokra. Ekkor

indukcidval megmutathat6, hogy pontosan akkor lesz termindlo levezetés G-ben egy w szora, ha azt
a PDA automata elfogadja. Q.E.D.

4. Kovetkezmény. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya egybeesik a veremautomatak altal (akar
végallapottal, akar iires veremmel, akér egyszerre mindkettdvel) elfogadott nyelvek osztalyaval.

7.24. példa - Allapotnélkiili, iires veremmel elfogadé automata miikédése és a
legbaloldalibb levezetés kapcsolata

Legyen G=({S},{1,+},5,{S — S+S, § — 1}). A kovetkez0 abrakon egy, a G-vel ekvivalens
veremautomata mitkodése, mellette pedig egy G-beli legbaloldalibb levezetési fa felépiilése lathato.

(L[ U | LU

A S/5+S
A,S/1
1,1/

1

> ]
=
+

w 1

1

1

P

1

1

]

1

1

n+wn
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S LU S [LHL UL
/l\ ! T N . T
S + S :__ ___: oL S. + S N A
N TN $
+ 8 s s/l\ b
S s $
g A, S/S+S S
PR i
11/A ’
S [L[HUE ] ] s IIHIII
PN N O B
! s S &
f/i\; i’: f/i\‘; 2
+ +
! A\SIS+S 2 ! AS/S+S >
b
11/ ,
S S IIHH[IHI
FO PO i
AN s AN !
i + S S i b i &
+ +
! 2 ! ! AST5TS >
\.S/1
11/A
/s\ N s IIIIEH[II
A S Sk s R
S +\S s/}_\
P : T :
)\;\SS/TS l : A’ASS/IFS
117\ LA
s I]HII[II s [ R
S/l\ ' el PN 0 ---,
+ S e __ 1 A S+ S A
s/i\s s/i\s
NN N
TR 4 T +
! 1 ASTSTS > ! 1 ASI5TS 2
gl W
s [ AL ] S [II'.IH[IEI
R AN
+ S IS S. + I S
s/i\s s/i
N N )
TR [ A
1 1 N 1 1 1
\.STSTS /\;\SS/TS
??//i 11/A

A veremautomata iires veremmel elfogadta az 1+1+1+1 sz6t:

O

s E[IHII
AN
S. + i I S
S/i\S 1
N
+ i 1
! 1 ASTSTS
AS/1
LI/A

A tovabbiakban a veremautomatak néhany specialis valtozatat vizsgaljuk meg.
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Haa PDA=(Q, T, Z, 4y Zo d, F) olyan, hogy

- minden p€Q, a€T és X € Z esetén fennall, hogy |d(p, 4, X)|+|d(p, a, X)|< 1 (vagyis nem lchet
iiresszavas atmenet értelmezve olyan allapot és veremszimbdolum parra, amire van értelmezve nem
iiresszavas atmenet is), valamint

- minden pE Q, a€ T U} és X € Z esetén |d(p, a, X)|< 1 (vagyis maximum egyféle atmenet van
értelmezve),

akkor determinisztikus veremautomatarél beszéliink. Ervényes a kovetkezd tétel.

53. Tétel. A determinisztikus veremautomatak altal elfogadott nyelvek osztalya valddi részosztalya
a nemdeterminisztikus veremautomatak altal elfogadott nyelvek osztalyanak.

A determinisztikus veremautomatak altal végallapottal elfogadott nyelvek osztalyat determinisztikus
kornyezetfiiggetlen nyelveknek hivjuk.

A determinisztikus veremautomatakkal iires veremmel elfogadhat6 nyelvek osztalya valodi része a
végallapottal elfogadhat6 nyelvek osztalyanak. A determinisztikus veremautomatakkal {ires veremmel
elfogadhat6 nyelvek osztalya egy nagyon sziik nyelvosztaly, hiszen az automatanak determinisztikus
modon ki kell tiritenie a vermet az adott sz6 elolvasasakor (utan) anélkiil, hogy tudna van-e még hatra
az inputbol.

Itt jegyezziik meg, hogy a linearis (nyelvtanok altal generalt) nyelvek éppen az egyszerfordulo
veremautomatdak altal elfogadott nyelvek osztalya. Az egyszerforduld veremautomatéak olyan specialis
veremautomatak amelyek mitkodésiik kozben elébb csak "toltik" a vermet, aztan pedig csak "{iritik".
Az atmenetfliggvényiik olyan, hogy ha volt mar torlés a verembdl (vagyis olyan atmenet, amikor
a legfelsé veremszimbolum helyére csak a A keriilt), akkor mar nem tehetnek a verembe ujabb
szimbolumokat.

A linearis nyelvtanok levezetési fait tekintve éppen az torténik, hogy a baloldali dgakon levd
terminalisok elolvasasa kdzben a fdag (a nemterminalisok) bekeriilnek a verembe, és ennek
megfelelden, ket forditott sorrendben kiszedve olvassuk el a jobb oldali terminalisokat.

A determinisztikus egyfordulds veremautomatak altal elfogadott nyelveket tekinthetjiik egyféle
determiniszikus linearis nyelveknek (detLin). Ez a nyelvosztaly viszont halmazelméletileg nem
Osszemérhet6 a determinisztikus 2-fejli automatak altal definialt 2detLin nyelvosztallyal.

A palindromak nyelve 2detLin nyelv, de nem detLin (a veremautomata nem tudja mikor értiink a szo6
kozepére, igy determinisztikusan nem tud "fordulni"). Viszont az {a"ba"} U{a2nca™ nyelv detLin, de
nem 2detLin.

Egy veremautomatat szamldalé-automatanak hivunk, ha a verem tartalma csak X *Z lehet, ekkor a nem
torolhetd kezdd veremszimbolumon (a veremalja jelen) kiviil csupan egyetlen veremszimbolum all
rendelkezésre. Tulajdonképpen a veremnek igy csak kétféle szimbdlum lehet a tetején: X ha a verem
"nemiires", és Z,, ha a verem "iires". Tulajdonképpen egy szamlalonk van amely értéke tetszéleges
természetes szam lehet, viszont az automatank csak azt a két esetet tudja megkiilonbdztetni, hogy nulla
vagy pozitiv az érték. Az ilyen szdmlaléautomataval elfogadott nyelveket szamlalonyelveknek hivjuk.
Megmutathato, hogy pl. a palindrémak nyelve nem szamlalonyelv, igy teljesiil a kdvetkezd

54. Tétel. A szamlalonyelvek osztalya a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek osztalyanak valodi része.
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7.25. példa - Veremautomatak 1. feladat

Adjunk meg a G 2-es tipust grammatikdhoz egy olyan veremautomatat, amely
a G grammatika altal generalt nyelvet ismeri fel, majd mutassuk meg, hogy

az 10011 szot felismeri az automata!

G=({S,4,B},{0,1},S,H),ahol H szabalyai:

S—SA4, S—AB,

A—BS, B—SA4,

A—1, §S—1, B—0.

Megoldas:
Egy olyan megoldast fogunk adni, amely a G nyelvtan altal generalt nyelv szavait
egyszerre fogadja el végallapottal és {ires veremmel.
- A szalagabécé alljon a grammatika terminalisaibdl,
- A veremabécé pedig tartalmazza a terminalisokat, a nemterminalisokat és a kezd6 veremszimbolumot!
- A bels6 allapotok halmaza 3 elembdl all, melybdl egy kezd6- egy altalanos- és egy végallapot.
- Az atmenetfiiggvény definialasa:
- Kell egy olyan szabaly, hogy a kezd6 veremszimbolum {61é irja az S kezdészimbolumot, és
atviszi az automatat altalanos allapotba!
- Kellenek olyan szabalyok, hogy az automata a szalagrdl nem olvas,
a verem tetejérol olvassa a H-beli szabalyok bal oldalat, majd
visszairja forditott sorrendben a jobb oldalat!
- Kellenek olyan szabalyok, hogy a szalagrél és a verem tetejérdl ugyanazt olvassuk,
majd nem irunk semmit a verem tetejére!
PDA = (140, q1, 42,40, 1}, {S, 4, B, 0, 1,20}, qo. 20, 6, {42}).
(g0, 4, 20)=1(q1, Sz0)},
(g1, 4 )={(q1. S4), (91, 4B), (q1, 1)},
a(q1, 4 A)={(q1. BS), (41, D},
g1, 4 B)=(q1, $4), (q1, 0)},
a(q1, 1, D={(q1, D},
(g1, 0, 0)={(q1, 1)},
g1, 4 z0)={(q2 M)}
A Cocke-Younger-Kasami algoritmusos fejezet 7.35. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 1. feladat
segitségével talalhatunk a kdvetkezd legbaloldalibb levezetésére az 10011 szonak:

S=8A4=>SA4 = ABAA = 1BAA = 1044 = 10BSA = 100S4 = 10014 = 10011.
Ezt levezetést hasznalva mutatjuk meg az automata miyen Iépéseken at ismerheti fel az 10011 szot:
Az automata miikodése eldtt a konfiguracio: (szalagon még hatra 1évé inputrész, allapot, verem)

(10011, q0, Z())

1. 1épés: Irjuk a kezdé veremszimbolum felé S-t! Ezt megteheti az automata, mert (g1, Szo) € d(qo,
4, zp).

(10011, ¢y, Szo)

2. Iépés: Az automata a verem tetejét SA-ra cserélheti mivel (g1, S4) € d(q1, 4, S). (Alkalmaztuk az
S— 84 szabalyt.)

(10011, g1, SAz)

3. Iépés: Az automata a verem tetejét SA-ra cserélheti mivel (g1, SA) € d(q1, 4, S). (Alkalmazzuk az
S— 84 szabalyt.)

(10011, g1, SAAzo)
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4. 1épés: A verem tetején az S helyett egy B-t majd egy A-t rakhat, mivel (q;, AB) € d(q1, 4, S).
(Alkalmazzuk az S—AB szabalyt.)

(10011, ¢, ABAAz)

5.1épés: A verem tetején 1évo A-t 1-esre cserélheti, mert (g1, 1) € d(q1, 4, A). (Alkalmazzuk az 4—1
szabalyt.)

(10011, g1, 1BAAzy)
6. 1épés: A szalagrol olvashat az automata és a verembdl torolhet, mert (¢, 1) € (g, 1,1).
(0011, q1, BAAZ())

7. 1épés: A verem tetején 1év0 B-t 0-asra cserélheti az automata, mert (¢, 0)€ d(q;, 4, B).
(Alkalmazzuk a B—0 szabalyt.)

(0011, q1, OAAZO)
8. 1épés: A szalagrol olvashat és a verembdl torolhet az automata, mert (¢, 1) € (g, 0, 0).
(011, gy, AA4zp)

9. 1épés: A verem tetején az 4 helyett egy S-t majd egy B-t rakhat, mivel (g;, BS)E d(q1,4,4).
(Alkalmazzuk az 4— BS szabalyt.)

(011, g1, BSAzy)

10. 1épés: A verem tetején 1év4 B-t 0-asra cserélheti az automata, mert (q;, 0) € J(q1, 4, B).
(Alkalmazzuk a B—0 szabalyt.)

(011, g1, 0SA4zp)
11. 1épés: A szalagrdl olvashat és a verembdl tordlhet az automata, mert (g1, 4) € d(qy, 0, 0).
(11, q1, SAzp)

12. Iépés: A verem tetején 1évé S-t 1-esre cserélheti az automata, mert (g, 1)€ d(gq;, 4, S).
(Alkalmazzuk az S—1 szabalyt.)

(11, g1, 14zo)
13. 1épés: A szalagrol olvashat €s a verembdl tordlhet az automata, mert (g1, 4) € d(qy, 1, 1).
(1, g1, Azo)

14. 1épés: A verem tetején 1év6 A-t l-esre cserélheti az automata, mert (q;, 1) € (g1, 4, A).
(Alkalmazzuk az 4—1 szabalyt.)

(1, q1. 1zp)

15. 1épés: A szalagrol olvashat és a verembdl tordlhet az automata, mert (g, 4) € d(gy, 1, 1).

(4 q1, z0)

16. 1épés: Az automata atmehet végallapotba és kitiritheti a vermet, mert (g2,4) € 3(q1, 4, zo)

4 g2 ),

vagyis az automata tires veremmel és végallapottal felismerte az 10011 szot.

II. megoldas:

Mivel a nyelvtanunk (terminalis) normalalaku, azaz terminalis csak X—x szabalyokban fordul eld,
ahol X € N és x € T, ezért az atmenetfliggvény a kovetkezd lehet:
- Kell egy olyan szabaly, hogy a kezdd veremszimbolum {61¢é irja az S kezdészimbdolumot, és

169



Kornyezetfliggetlen nyelvek

atviszi az automatat altalanos allapotba!
- Kellenek olyan szabalyok, hogy az automata a szalagrol nem olvas,
a verem tetejérdl olvassa a H-beli szabalyok bal oldalat, majd
visszairja a jobb oldalat, ha a jobboldal nem tartalmaz terminalist!
- Kellenek olyan szabalyok, hogy a szalagrol x-et és a verem tetejérél X-et olvassuk,
majd nem irunk semmit a verem tetejére, ha X—>x € H, és XEN, x € T!
- Es kell egy olyan szabaly, hogy ha altalanos allapotban olvassa az automata a kezd6 veremszimbélumot,
akkor menjen at végallapotba!
Ekkor a veremautomata:
A({q0. q1. 92}, {0. 1}, {S. 4, B, 0, L.zo}, qo. z0. 9, {g2}).
a(qo. 4 z0)={(q1, S20)},
(g1, 4 8)={(q1, S4).(q1, AB)}
(g1, ., A)={(q1. BS)},
a(q1, 4 B)={(q1, S4)},
a(q1, 1, A)={(q1, 1)},
g1, 1, $)={(q1, )},
(g1, 0, B)={(q1, 1)},
(g1, 4 20)={(q2, M)}

A masodik automata miikodése:

(10011, q0, Zo)

1. 1épés: Irjuk a kezdd veremszimbolum felé S-t! Ezt megteheti az automata, mert (g1, Szo) € 5(qo,
/1, Z()).

(10011, ¢y, Szo)

2. 1épés: Az automata a verem tetejét kicserélheti SA-ra mivel (g, SA) € d(qy, 4, S). (Alkalmaztuk
az S—SA szabalyt.)

(10011, gy, SAz)

3. 1épés: Az automata a verem tetejét kicserélheti SA-ra mivel (g1, SA) € d(q1, 4, S). (Alkalmaztuk
az S—SA4 szabalyt.)

(10011, g1, SAAzg)

4. 1épés: Alkalmazzuk az S—AB szabalyt! (q1, AB) € d(q1, 4, S).
(10011, g1, ABAAz)

5. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (g1, 1) € (qy, 1, 4).
(0011, g1, BAAzp)

6. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (g1, 1) € (g, 0, B).
(011, g1, AAzp)

7. 1épés: (g1, BS) €(q1, 4, A). (Alkalmazzuk az 4— BS szabalyt.)

(011, g1, BSAzy)

8. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (gy, 1) € d(q1, 0, B).
(11, g1, SA4zo)

9. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torlink. (g1, 1) € d(qy, 1, S).
(1, q1, Azo)

10. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (¢, 1) € (g1, 1, 4).
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(4 q1, z0)

11. 1épés: (g2,4) € d(q1, 4, zo)

4 g2 ),

vagyis az automata tires veremmel és végallapottal felismerte az 10011 szét. [J

7.26. példa - Veremautomatak 2. feladat

Adjunk meg olyan veremautomatat, amely pontosan a kovetkez6 grammatika altal generalt nyelv szavait
ismeri fel, és mutassuk meg, hogy a bbcbba szt is elfogadja!

G=({S,4,B,C,D},{a,b,c},S,H),ahol H szabalyai:

S—AB, A—CA, A—SS, B—CD,

A—b, D—a, C—c, C—b.

Megoldas:

A({q0. 91, g2} . {a, b, ¢}, {S, 4, B, C, D, a, b, ¢, zo}, qo0. 20, 9, {92}).

(q1, Sz0) € d(qo, 4 z0),

(91, AB) € d(q1, 4, ),

(q1. CA)€d(q1, 4, A),

(91, SS)€d(q1, 4, A),

(g1, CD)Ed(qu, 4 B),

(91, b) €d(q1, 4, A),

(q1, @) €d(q1, 4, D),

(g1, ¢) €d(q1, 4, C),

(q1. b)€d(q1, 4, ),

(g1, ) €d(q1, a, a),

(q1. 1) €(q1, b, b),

(g1, ) €d(q1, ¢ ©),

(g2, 1) €d(q1, 4, 20)-

Az egyetlen legbaloldalibb levezetés (pl. a Cocke-Younger-Kasami algoritmusos fejezet
7.37. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 3. feladat alapjan):

S=AB = CAB = bAB= bCAB = bbAB = bbCAB = bbcAB = bbcbB = bbcbCD =
bbcbbD = bbcbba

A sz6 felismerésének 1épései:

(bbcbba,qo,z0)

1. 1épés (g1, Szp) € d(qo, 4, zo)
(bbcbba,q1, Szp)

2. 1épés (q1, AB) € d(q1, 4, S)
(bbcbba,qy, ABzy)

3. épés (q1, CA)Ed(qy, A, A)
(bbcbba,q), CABz()

4.1épés (q1, b) €d(qy, A, C)
(bbcbba,q1, bABz)

5. 1épés (q1, 1) €(qy, b, b)

(bebba,qy, ABzp)
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6. 1épés (q1, CA) €d(q, 4, A)
(bebba,q, CABzy)

7.1épés (q1, b) €(qy, 4, C)
(bebba,qy, bABzg)

8. 1épés (q1, A) € (q1, b, b)
(cbba,q,, ABzp)

9. 1épés (q1, CA) €d(q, 4, A)
(cbba,q,, CABzy)

10. 1épés (g1, ¢) € d(q1, 4, C)
(cbba,q1, cABzy)

11. 1épés (g1, 1) €d(q1, ¢, ¢)
(bba,q,, ABzy)

12. 1épés (q1, b) €d(q1, A, A)
(bba,q1, bBzy)

13. 1épés (q1, 1) €d(q1, b, b)
(ba,q), Bzo)

14. 1épés (q1, CD) € d(q1, A, B)
(ba,q1, CDzy)

15. 1épés (q1, b) €(q1, 4, C)
(ba,q1, bDz)

16. 1épés (q1, 1) €d(q1, b, b)
(a.q1, Dzo)

17.1épés (q1, a) €d(q1, 4, D)
(a.q1, azo)

18. 1épés (q1, A) €(q1, a, a)
(.q1. 20)

19. 1épés (g2, 2) € d(q1, 4, zo)
(.92, 4)

Tehat az automata végallapottal és {ires veremmel felismerte a szot! [
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7.27. példa - Veremautomatak 3. feladat

Adjunk meg olyan veremautomatat, mely pontosan a G grammatika altal generalt nyelv szavait ismeri fel!
G=({S, 4, B},{x, y}, S, H), ahol H a kdvetkez6 szabalyokbol all:
S—AB, A—BSB, A—BB, B—xAy,
B—1, B—x, B—y.
Megoldas:
A({q0 91, 42} , {x, ¥}, {S, 4, B, x, y, 20}, 4o, 20, 9, {q2})-

(q1. Sz0) € 5(4, g0, z0),

(91, AB) €6(4, q1, S),

(91, BSB) € (4, q1, A),

(q1. BB) € (4, q1, 4),

(q1, x4y) €6(%, q1, B),

(91, 1) €0(4 q1, B),

(q1, ) €0(4, q1, B),

(q1. ) €04 q1, B),

(91, ) €0(x, q1, x),

(91, ) €9, q1, ),

(92 1) €0(4 q1, 20)- O

7.28. példa - Veremautomatak 4. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={a"b"| n>0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

- Mivel az iires sz6 eleme L-nek, az automata gg kezddallapota egyben egy végallapot is.

- Ha olvasunk egy « betiit, akkor irunk a verembe egy a-t, €s atmegyiink a g, allapotba.

- Ha olvasunk egy a-t akkor a verem tetejére rakunk még egy a-t, és maradunk ebben az allapotban.
- Ha b-t olvasunk, akkor kivesziink egy a-t a verembdl, majd atmegyiink a g, allapotba.

- Ha b-t olvasunk a szalagon és a-t a veremben, akkor maradunk itt, és kivesziink egy a-t.

- Ha zy-t olvasunk a verembdl és nincs betii a szalagon,

akkor tritjiik a vermet, és atmegylink g3 allapotba, mely szintén végallapot.

Az elkésziilt automatat a kovetkez6 abra mutatja:

. zp/azy

/:\_f,._-—-"‘ - — / \ \u a/aa

—{ })

\/ \--/‘ -

// \\ / - '\ h a/ M
13

I, | »
S ran A" / D

Itt jegyezziik meg, hogy az L nyelv egy szamlalonyelv. Ha a fenti megoldasban az utols6 1épésben nem
toroljiik ki a zo-t a verembol, gy megyliink at a g3 elfogadodallapotba, akkor az elkészitett automatank
szamlalo-automata. [J
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7.29. példa - Veremautomatak 5. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={a"b"| 0<n<m<2n} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

- Mivel az iires sz6 eleme L-nek, az automata gg kezddallapota egyben egy végallapot is.

- Ha olvasunk egy a betiit, akkor irunk a verembe egy a-t vagy két a-t, és atmegyiink a ¢, allapotba.

- Ha olvasunk egy a-t akkor a verem tetejére rakunk még egy a-t vagy két a-t, és maradunk ebben az allapotban.
- Ha b-t olvasunk, akkor kivesziink egy a-t a verembdl, majd atmegyiink a g, allapotba.

- Ha b-t olvasunk a szalagon és a-t a veremben, akkor maradunk itt, és kivesziink egy a-t.

- Ha zy-t olvasunk a verembdl és nincs betii a szalagon,

akkor tiritjiik a vermet, és atmegyiink g3 allapotba, mely szintén végallapot. A kész automata:

a,alan

/’ “\

f?,/r‘:N ___.t‘ra-"r.ll___ ,/ \._./
—{| ®

Qi\“-t:::j‘ i,z (e zn '> /

l

b, u__-"}\

|

|

|
f \\ /— \\, J’J al X
(@ ) BTN f
N //’ \ /‘_

Gyakorl6 feladatként bizonyitsuk be, hogy az L nyelv egy szamlalonyelv, vagyis készitsiink egy L-
et elfogadd szamlald-automatat. [
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7.30. példa - Veremautomatak 6. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={w | |w|, = |w|p} nyelvet ismeri fel!
(Azok a szavak az {a,b} abécé felett, melyekben az a-k és a b-k szama megegyezik.)

Megoldas:

A veremben csak legfeljebb egyféle zy-tol eltérd szimbolum lehet.
-csak zg van: ugyanannyi a és b betii keriilt elolvasasra eddig.

- k db a betli van a z; felett, akkor eddig k-val t6bb a-t olvastunk be.
- k db b betli van a z felett, akkor eddig k-val t6bb b-t olvastunk be.

az automata miikodése:

- Ha a veremben csak zj van, akkor a szalagrdl olvasott jelet tegyiik a verem tetejére.

- Ha a verem tetején 1év6 €s a beolvasott jel egyforma, akkor ezek szamat a veremben ndveljiik 1-gyel.
- Ha a verem tetején 1évo és a beolvasott jel eltérd, akkor a veremben 1évok szamat csokkentjiik 1-gyel.
- Ha a veremben csak z van, akkor kiiirithetjiik a vermet, és atmehetiink vagallapotba.

— N AR AN

g | 1 m )

| ! /
i1, Zp/ k\__-i\h /’l\ “\\\%______//

b, zo/bzo | .
_Aa,afaa

b, b/bb

O

7.31. példa - Veremautomatak 7. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={aibick| i,J,k >0 és i=j vagy i=k} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:
Fontos, hogy az automatank nemdeterminisztikus.
- Az egyik "ag" (q0,91,92,94) azokat a szavakat ismeri fel, mikor az a-k és a b-k szama egyforma.
- A masik "ag" (q0,91,93,95.96) azokat a szavakat ismeri fel, mikor az a-k és a c-k szama egyforma.
- Arra kell még figyelni, hogy a’b"c” alakt legyen a sz6 és lehet ijk=0 (i,j,k koziil barmelyik,
vagy tobb is lehet 0) is.
- Az automata végallapottal ismer fel.
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7.32. példa - Veremautomatak 8. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely L={wew™'| w € {a,b}*, wlaw forditottja} nyelvet ismeri fel,

Megoldas:
- Ha c-t olvasunk, akkor rogton kiiiritjiikk a vermet, és atmegyiink végallapotba.
- Ha a-t vagy b-t olvasunk, atmegyiink egy masik allapotba (t61t6 allapotba), és berakjuk a verembe,
amit olvasunk.
- Ha tolt6 allapotban a-t vagy b-t olvasunk, akkor az megy a verembe.
- Ha c-t olvasunk, akkor a vermet valtozatlanul hagyjuk, és ujabb allapotba megyiink (kiiirit6 allapot).
- Ha kilirit6 allapotban a verem tetején 1év6 betli megegyezik az olvasottal, akkor azt kivessziik a verembdl.
- Ha zy-t elérjiik, akkor kiiiritjiik a vermet, és atmegyiink végallapotba.

176



Kornyezetfliggetlen nyelvek

{r, IrJ‘ HIIJ

/_"\I b, b

— ) — )
,r/ \'-.—""_____ b. 20/b "'“-q/ N, .‘/
— /,I. i |
N \
\"I---'/ b, bbb [ S —-1//
I| \__/ 'lII
| 1. 61 o I',
| |
|
| |
e z0fA e bfh|e,ala
i |
| I|I
| |
1 4
7N £
oo I
Nt AhzofA N @A
‘\_f'l
/A

d
7.33. példa - Veremautomatak 9. feladat

Készitsiink olyan lires veremmel elfogadd veremautomatat, amely az {a,b} abécé f6l6tti helyes
zarojelszavak nyelvét, ahol a a nyito, b pedig a zaro zarojel (vagyis a Dyck nyelvet) ismeri fel!

Megoldas:

- Ha a-betit olvasunk a szalagon, akkor a verembe irjuk.

- Ha b-t olvasunk a szalagon, torliink egy a-t.

- Ha z¢-t olvasunk, akkor kiiirithetjiik a vermet, vagy folytathatjuk a olvasasaval is.

a, zo0/azp a,a/aa

Y,
Oa®

b,a/\ A, 20/ A

O

7.6. Zartsagi tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagait vizsgaljuk meg.
55. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart a reguléris miiveletekre nézve.

Bizonyitas. A bizonyitas soran tételezziik fel, hogy L= L(Gl), Ly,= L(G2), ahol G| = (v v ISy H N
és G, =N » T, 8, H »), valamint N |NN,= . A bizonyitast az egyes miiveletekre kiilon-kiilon
végezziik el.
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Egyesités (unic). S legyen egy olyan nemterminalis, amely eddig nem szerepelt sem N ;- ben, sem
N,- ben. A

koérnyezetfiiggetlen nyelvtan ekkor az L;U L, nyelvet generalja. A levezetés soran elsé lépésként
alkalmazhat6 S—S,, illetve § — S, szabaly valasztasaval eldontjiik, hogy melyik nyelvtan alapjan
szeretnénk generdlni a kovetkezd szot; ezutin pedig, mivel Ny és N, diszjunkt halmazok, csak a
megfelel6 H, illetve H,- beli szabalyok alkalmazhatoak a levezetés soran.

Konkatendcio. Legyen ismét S & N U N,. Ekkor a

G.=(N{UN,UIS}, T, S, HU Hy U{S—S,S,})

koérnyezetfiiggetlen nyelvtan az L;L, nyelvet generdlja, hiszen az els6lépésben generalt §,S,
mondatformaban S;- bél egy L,- beli szo, S,- bdl pedig egy L,- beli sz6 generalhaté egymastol

fliggetleniil.

Kleene-csillag (konkatendcio lezdarasa). Legyen S & N . Ekkor a
G,=(N,U{S}, T, 8, HUS — 1, S — SS})

kéryezetfiiggetlen nyelvtan az L nyelvet generalja. Q.E.D.

A fejezet hatralevo részében tovabbi halmazmiiveleteket vizsgalunk.

56. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya nem zart metszetképzésre.

Bizonyitds. Legyen G,=(S, 4,{a, b, c}, S, 1S, —aS}, S| — 4, A— bdc, A— 1}).  Ekkor
konnyen ellendrizhetd, hogy LG)= {aib c| i, j >0} Hasonloéan, legyen
G,=(S,, B}, {a, b, ¢}, S5, (S, — Syc, Sy — B, B— aBb, B— 1), igy I(Gy) ={aib'cili, j= 0L G, és G, is

kornyezetfiiggetlen (s6t linearis) nyelvtan, viszont (G N L(G,) ={aib'ci|i> 0}, ami, ahogy a Bar-
Hillel lemma segitségével bizonyitottuk nem kdrnyezetfiiggetlen. Q.E.D.

57. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek halmaza nem zart a komplementerképzésre.

Bizonyitas vizlat. a {wew|w€Ela, b}*} nyelvrél a Bar-Hillel lemmaval beldthatjuk hogy nem
kornyezetfiiggetlen (lasd 7.11. példa - Bar-Hillel lemma 2. feladat), mig a komplementere
kornyezetfliggetlen, sét lineéris nyelv. Q.E.D.

7.34. példa - A jelolt masolatok nyelvének komplementere - Gyakorlo feladat

Készitsiink kornyezetfiiggetlen nyelvtant (vagy 2-fejii automatat) amely a {wewlw € 1a, b}*} nyelv
komplementerét fogadja el. [

Tehat sem a linedris, sem a kornyezetfiiggetlen nyelvek halmaza nem zart a metszet és a
komplementerképzés miiveletére.

7.7. A szoprobléma megoldasa - szintaktikai
elemzés

Ha egy adott kornyezetfiiggetlen nyelvet generalé Greibach normalformaju nyelvtan alapjan készitjiik
el a felismerd veremautomatat, akkor barmely w # 4 sz6 esetén az automata elfogadd szamités esetén
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minden lépésben az inputnak pontosan egy betlijét olvassa el. Ez azt jelenti hogy a w sz6 elfogadasa
|wl 1épésben torténik, vagyis linearis, s6t valés-idében. Mindezzel az az egy probléma van, hogy a
veremautomata egy nemdeterminisztikus eszkoz (legalabbis a veremautomataknak az az osztalya,
amivel a teljes kornyezetfliggetlen nyelvosztaly felismerhetd). Tehat nemdeterminisztikusan egy szot
végigolvasva, linearis idében eldonthetd a szoprobléma. A fejezet tovabbi részében determinisztikus
algoritmusokat fogunk bemutatni a probléma megoldasara.

A gyakorlati alkalmazasoknal altalaban nem elég egy formalis nyelv felismerési problémajat csupan
eldontési problémanak tekinteni, hanem egy u € L sz6rol azt is meg kell allapitanunk, hogy az hogyan
vezethet6 le az adott nyelvtanban. A szintaktikai elemzés tehat az adott nyelv szavainak a nyelvtani
szerkezetét hivatott feltarni. Programozasi nyelvek esetén is lényeges szerepe van a szintaktikai
elemzésnek, mert a programok értelmezése a nyelvtani szerkezet ismeretére épiil. A kdvetkezokben a
kornyezetfiiggetlen nyelvek szintaktikai elemzésének lehetéségét vizsgaljuk.

7.7.1. A CYK algoritmus

Tegyiik fel, hogy az adott kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-féle normalalakra van hozva.
Példaként tekintsiik a kovetkez6 nyelvtant:

G=(S, 4, B,C, D}, {a, b}, S, H),
ahol a H - beli szabalyok a kovetkezok:

S—A4B, S— CD, S— CB,
S—S8S, A— BC, C— DD,
B— SC, C—b, A—>a,

D — BA, B—b.

A Cocke-Younger-Kasami-féle (vagy roviden CYK-) (ejtsd: kuk, janger, kasami) felismer6 algoritmus
ezeknek a szabalyoknak az alapjan egy tetszéleges bemend szohoz igyekszik megkonstrudlni a
megfeleld levezetési fat. A Chomsky-féle normalalak miatt ez - a végpontokba befutd élektdl
eltekintve - egy binaris fa lesz, amelynek a méretét a bemend sz6 hosszusaga fogja meghatarozni. Ha
példaul a bemend sz6 minddssze négybetls, akkor az Osszes lehetséges levezetési fanak a mélysége
maximum 4.

Egy n hosszisagi bemend sz6 esetében a levezetési fa dsszes lehetséges csticsai egy olyan haromszog
matrixba rendezhet6k, amelynek a legalso sora n- elemil, és a tobbi sora eggyel kevesebb elemil, mint
a kozvetlen alatta levo sor. Egy adott fa természetesen nem hasznalhatja fel az 6sszes mezgjét ennek
a matrixnak, csak az n=2 esetben.

A felismerési algoritmus ennek a haromszdg matrixnak az elemeit hatarozza meg ugy, hogy
minden szdgponthoz beirja azokat a nemterminalis jeleket, amelyekbdl a kérdéses szogpont alatti
részharomszog végpontjainak megfeleld bemend szorészlet levezethetd. Ha a matrix kitdltését
befejeztiik, akkor mar csak azt kell megnézniink, hogy a hdromszog legfelsé csucsahoz be van-e irva
az S. Ha igen, akkor az adott bemend sz6 levezethetd az S - bol, tehat hozzatartozik az adott nyelvtan
altal generalt nyelvhez. Ellenkez6 esetben viszont biztos, hogy nem tartozik hozza, mert a kitoltés
soran minden lehetéséget ki fogunk meriteni.

A szdéban forgd haromszog matrixot felismerési matrixnak nevezziik, és minden elemének
tulajdonképpen egy rekeszt feleltetink meg, ahova a valtozokat beirjuk. (Egy-egy rekeszbe a
nemterminalisok egy-egy halmaza fog keriilni, mégpedig pontosan azok, amelyekbdl a mezd alatti
haromszognek megfeleld terminalis szo levezethetd.) Ezeket a rekeszeket a kdvetkez6 abran megadott
modon indexeljiik. (Az abran a felismerési matrix indexelését n=>5 esetre lathatjuk.) A kit6ltést az
also (= elsd) sornal kezdve soronként balrél-jobbra végezziik, a sorokat pedig alulrol felfelé torténd
sorrendben toltjiik ki.
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<
G5

Legyen a megvizsgalando bemend sz6 w=aa,...a, Az €lsd sor i- edik rekeszébe beirjuk az B-
t, ha szerepel egy B — a; szabaly a nyelvtanban. (Ugyanabba a rekeszbe altaldban tobb valtozot
is beirhatunk.) A matrix tovabbi sorainak a kitoltésekor, minden egyes rekesz tartalmanak a
meghatarozasa az adott rekesz alatti részharomszog befogdi mentén talalhatod rekeszek tartalmanak
a felhasznalasaval torténik. Pontosabban az (i, j) rekesz kitdltéséhez az (1, j) rekeszben talalhato
véltozokat egyenként parositjuk az (i- 1, j+ 1) rekeszben talalhatokkal, majd ugyanezt tessziik a (2, /)
és(i-2, j+2), ..., ésvégilaz(i-1, j)és(1, j+i- 1) rekesz-parokkal. Ha egy ilyen parositas alkalméval
olyan part talalunk, amely szerepel egy szabaly jobb oldalan (a megfelel6 sorrendben), akkor a szabaly
bal oldalan 4116 véltozot felvessziik az (i, j) rekeszbe. Formélisan: 4- t akkor irjuk be az (i, j) rekeszbe,
ha van olyan k €11, ..., i- 1}, hogy B szerepel a (k, j) rekeszeben mikdzben C szerepel a (i-k, j+ k)
rekeszben, és A—BC € H. (A feldolgozéas menetét a kovetkezo abra szemlélteti.)

A példankban az aabbaba bemend szohoz ily médon megkonstrualt felismerési matrixot az alabbi dbra
szemlélteti.

A CYK algoritmus helyességének bizonyitasa: Indukcidval belatjuk, hogy barmely (i, j) rekeszre egy 4
nemterminalis pontosan akkor eleme a rekesznek, ha bel6le levezethetd az input a; ... a;4. .| részszava.

Az indukcié alapjat az (7, j) rekeszek jelentik. Allitas: 4 pontosan akkor szerepel (, ;) rekeszben
ha A=*a;. Az algoritmus szerint akkor keriilt az 4 az (/, j) rekeszbe, ha a Chomsky-normalformaji
nyelvtanban szerepel az 4 — a; alaku szabaly. Egy Chomsky normalformdji nyelvtan esetén egy
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egybetlis szot pontosan akkor lehet levezetni egy adott nemterminalisbol, ha azt egy lépésben,
kozvetleniil megtehetjiik egy szabaly segitségével. Ily modon az (1, j) rekeszekre belattuk allitasunkat.

Tekintsiik most az (i, j) rekeszt valamely i > 1 értékre. Tegyiik fel most, indukcios feltevésként, hogy
minden (k, j) (k <i) rekeszre igaz az allitis. Ha A szerepel az (i, ;) rekeszben, akkor az algortimus
miikodése miatt, csak tigy keriilhetett oda, ha van olyan k€11, ..., i-1}, hogy B szerepel a (k, ;)
rekeszben és C szerepel a (i-k, j+k) rekeszben, valamint 4—BC € H. Mivel k<i és i-k<i az
indukcids feltevésiink miatt B="a;... a5 €s C=>"jip ... Ajgrjik, vagyis C="ajiy... a1 De
hiszen éppen akkor vezethetd le egy Chomsky normalalak(i nyelvtanban egy egy betiinél hosszabb
sz6 egy A nemterminalisbol, ha van A—BC szabaly, és a szd els6 része levezethetd a B, a masodik
része pedig a C nemterminalisbol. Vagyis 4= BC =*a;... ajy.1a 4 .- @jp+ j+i-1 valamilyen k értékre,
pontosan akkor ha A szerepel az (i, j) rekeszben. Egy nyelvtan altal generalt nyelvben pontosan
azok a szavak szerepelnek amelyek a nyelvtan S mondatszimboélumabél levezethetéek. Eppen ennek
tesztelése (vagyis a legfelsd rekeszben szerepel-e az S ) adja meg a valaszt arra kérdésre, hogy a
keresett « sz6 benne van-e a generalt nyelvben a tételt bebizonyitottuk.

Mivel szintaktikai elemzésrdl beszEliink, nézziik meg, hogyan is tudunk a felimerési matrix alapjan egy
levezetési fat eldallitani. A CYK algoritmus alulrdl felfelé elemzést valosit meg, és az 9sszes lehetséges
levezetési fat/részfat tartalmazza. Médositsuk egy kicsit az algoritmust: amikor egy (i, j) rekeszbe
beirunk egy 4 nemterminalis szimbolumot, akkor irjuk be az indexébe, hogy miért is irtuk oda (hogyan
keriilt be a matrixba): 4 helyett irjunk Ap )Gk k)~ t ha a (&, /) rekeszben szereplé B és (i-k, j+k)
rekeszben szereplé C, valamint az 4—BC szabaly alapjan irtuk be az 4- t. A modositott algoritmus
alapjan egyszerii egy leveztési fa eldallitdsa: nézziik meg az (n, 1) (vagyis a legfelsd) rekeszben szerepld
S indexét, ebbdl kiolvashatd, hogy mely S—AB alaki szabaly alkalmazasakor kertilt ide az S, marészt
az is, hogy mely rekeszekben szereplenek az adott nemterminalisok, ezek indexeinek segitségével
megallapithatjuk ezek milyen szabaly segitségével keriiltek ide, és igy tovabb, amig eljutunk az (1, j)
rekeszekig, ahova az 4 — a; szabélyok alapjan irtunk be a megfeleld nemterminalisokat.

Az alabbi abran berajzoltunk egy levezetésfat. A levezetésben nem szereplé nemterminalisokat a jobb
attekinthetdség érdekében elhagytuk.

7.35. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 1. feladat

Tekintstik a kovetkez6 grammatikat!

G=({S,4,B},{0,1},S,H),ahol H szabalyai:

{§—>84,S—> AB,A—BS,B—> 54, 4—1,S— 1, B— 0}

Bizonyitsuk be, hogy az 10011 sz6 benne van a grammatika

altal generalt nyelvben, majd adjuk meg az 6sszes legbaloldalibb levezetéset!
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B == o

Megoldas: Jeldlje Vi; az (i,j) rekeszt.
1. levezetés: S= SA = SAA = ABAA= 1BAA= 1044= 10BS4=100S4=10014= 10011
Nézziik, hogyan keriiltek a levezetésbe az ij nemterminalisok!

S€ Vs, mert SE V) 4és AE Vs s, ahol S— SA-t hasznaltuk. Kovessiik a baloldali nemterminalist!
S€Vyi4, mert SEV), és A€ V34, ahol S— SA-t hasznaltuk ismét. Most ismét a balodali

nemterminalist kdvetjiik
S€ Vi, mert A€ V) és B€E V;,, ahol S— AB-t hasznaltuk.

A€V, mertA—1 €H
Be Vz)z, mert B—0 € H
A E V34, mert BE V33 €és SE Va4, ahol A— BS-t hasznaltuk.
BeV;3, mert B—»0 € H
S€Vya, mert S—1 €H
AE€Vss,mert A—1 €H

2. levezetés: S= SA= ABA=1B4A=104= 10BS= 100S= 10054 = 10014 = 10011

S € Vis,mertS € VipésA4 € V35, ahol S— SA-t hasznéltuk. Kovessiik a baloldali nemterminalist!
S € Vi, mertd € V11ésB € V52, ahol S— AB-t hasznaltuk. Kovessiik a baloldali nemterminalist!
A€V, mert4—1 € H

B € V)5, mert B—0 € H

A € V35, mert B € V33 ¢ S € Vs, ahol A— BS-t hasznaltuk. Kovessiik ismét a baloldali
nemterminalist!

B € V33, mert B—0 € H

S € Vys,mertS € Vysés A € Vs s, ahol S— SA-t hasznéltuk. Kovessiik a baloldali nemterminalist!
S € Vag,mert S—1 € H

A e V5’5, mertA—>1 € H

a
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7.36. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 2. feladat

Tekintsiik a G=({S,4,B,X,Y,Z},{a,b},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:
{S— AY, Y—> XB, X — BA, X — ZA, Z — BX,

A—a, B—b}!

Benne van-e¢ a G nyelvtan altal generalt nyelvben az abbaab sz6?

00
SRR

& o) b Cl Cl by

Megoldas:

Mivel S€ V¢, ezért a abbaab sz6 benne van a G grammatika altal generalt nyelvben. [

7.37. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 3. feladat

Tekintsiik a G=({S,4,B,C,D},{a,b,c},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:

{S—>AB,A— C4, A — SS, B— CD,

A—b D—a C—c C— b}

Déntsiik el, benne van-e a grammatika altal generalt nyelvben az abcacbh és a bbcbba sz0,
majd ha lehet adjuk meg az dsszes legbaloldalibb levezetését!

Megoldas:

X
S

o t c d C 9]

Mivel S ¢ Vi 6, ezért az abcach sz6
nincs benne az adott grammatika altal generalt nyelvben.
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Nézziik most a masik keresett szot:

0
2
0D

D B C D o !

%

@,
>

Mivel S€ V¢, ezért a bbcbba sz benne van az adott grammatika altal generalt nyelvben.
Az egyetlen legbaloldalibb levezetés pedig:

S= AB= CAB= bAB= bCAB= bbAB= bbCAB= bbcAB= bbcbB= bbcbhCD =
bbcbbD = bbcbba [

7.38. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 4. feladat

Tekintsiik a G=({S,4,B},{0,1},S,H) grammatikat ,ahol H szabalyai:
{§— A4S, S— SB,S— AB, B— SB, A — SB, B — AS,
A—0,B—1}.

Dontsiik el CYK-algoritmus segitségével, hogy levezethet6-e a nyelvtanban a 001111 szd!

Megoldas:

Tehat mivel S€ V¢, ezért a 001111 sz6 benne van az adott grammatika altal generalt nyelvben. [

Az itt ismertetett algoritmus Chomsky-féle normalalaka nyelvtan esetén miikodott, a kovetkezo

részben olyan algoritmust ismertetiink, amely barmilyen kornyezetfiiggetlen nyelvtan esetén
hasznalhato.
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7.7.2. Az Earley-féle algoritmus

Ennél az algoritmusnal (az el6z0 alfejezetben ismertetett algoritmushoz hasonléan) az adott bemend
sz6hoz felismerési matrixot készitiink. Itt azonban a felismerési matrix elemei nemterminalisok helyett

igynevezett pontozott szabalyokat fognak tartalmazni. Legyen mondjuk A — pr, ahol p, r€(NU T ),
egy tetszOleges szabalya az adott kérnyezetfiiggetlen nyelvtannak. Ekkor az A — pr egy, az eredeti
szabalyhoz tartozo pontozott szabaly lesz, ahol a pont 1ényegében azt jelzi, hogy az adott szabaly
tekintetében balrél jobbra haladva meddig jutottunk el az elemzésben.

Eszerint ha az elemzéssel a bemend szé j- edik betlijéig jutottunk el, mikdzben megallapitottuk,

hogy léteznek olyan p, g, 7, t€(NU 7 szavak, melyekre S=*pAq, p=*a;...q;, r=>%ay,...a; és
A— rt € H.Ezt akoriilményt fejezziik ki azzal, hogy az 4 — r.t pontozott szabalyt beirjuk a felismerési
matrix i- edik soranak j- edik elemébe. A felismerési matrixot (mely ismét egy haromszog matrix)

most az abran megadott modon indexeljiik.

— |
0.0 0.1 0.2 0.n
T 4 44
—Pp 1.1 1,2 1.n
N A4
22 ) 2n
4

Lt
o Lt

Lt
-

o
n-1,

n

in-1,n-1

A felismerési matrix most annyi sort és eggyel tobb oszlopot fog tartalmazni, mint ahdny betib6l
a bemend sz6 all. A bemend sz6 akkor és csak akkor tartozik a nyelvhez, ha a 0- dik sor n- edik

elemében 4llni fog egy S—t. alaku pontozott szabaly (re(NU T ) ). Az eldbbiek értelmében ugyanis
ez azt jelenti, hogy S —»t € H, ést=>%ay...a,

Lassuk most az algoritmus pontos leirdsat. Ha a nyelvtan nem A- mentes, akkor az Uresszo-
lemmanal leirt modon készitsiikk el azon nemterminalisok U halmazat, amelyekbdl az {iresszo
levezethetd. Az liresszavas szabalyokat ennek az U halmaznak a segitségével fogjuk figyelembe venni.
Tehat az algoritmusban a kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan 4- mentes részére szoritkozunk (vagyis nem
hasznaljuk az 4 — 4 alakt szabdlyokat); viszont minden egyes 4 — r.Bt pontozott szabaly esetén
(ABEN,r,te(NUT )’ ) ha ez a szabaly bekeriilt a felismerési matrix egy cellajaba, és B€ U,
akkor A — rBt pontozott szbalyt is beirjuk az adott cellaba ezzel figyelembe véve a B =*1 esetet
a szobanforgd B- re. Ha a feladatunk az, hogy elddntsiik A€ L(G) teljesiil-e, akkor ezt az S € U
kérdés alapjan valaszoljuk meg. A tovabbiakban nézziik meg ha hosszabb szoéra kell megoldanunk
a feladatot. Jel6ljiik a bemend sz6 i- edik betlijét ;- vel, tehat legyen w=a; ... a, Legyen tovabba
G=(N, T, S, H) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan, és jeldljiik az el6z6 abra szerint indexelt felismerési
matrix i - edik soranak ;- edik elemét F; ;- vel. Legyen tovabbd U=1{4 | A€ N, A=*2}, ésH'a H
/.- mentes része, vagyis H'={4 | A— p€ H, p+ J}. Kezdetben a felismerési marix minden eleme

iires, és az algoritmus mindegyikbe egy vagy tobb pontozott szabalyt irhat be, vagy iiresen is hagyhatja.
A felismerési matrix kit6ltését oszloponként alulrdl folfelé végezziik, kivéve a fodiagonalisban 1évo
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elemeket, amelyeket az adott oszlopban utoljara toltiink ki. Az egyes oszlopokat balrol jobbra vessziik
sorra (ahogy az el6z6 abra mutatja). Az Earley-féle algoritmus I1épései egy w# A input szora a
kovetkezoek. Mindegyik 1épés eldtt informalisan megadjuk, hogy mirdl is szol az adott 1épés, ezutan
formalisan (matematikailag pontosan) is megadjuk az adott 1épést.

0. (Segédlépés: nem A-mentes nyelvtanok esetére) minden egyes pontozott szabaly beirasa utan
alkalmazando: Ha a pont utan B € U nemterminalis all, akkor az adott szabalyt felvessziik tigy is, hogy
a pont mar a B nemterminalis utan all, az igy beirt szabalyt is viszgaljuk ez alapjan.

1. (Kezd6lépés: az S- el kezd6dd, vagyis az S — p alakll szabalyok felvétele a legels6 cellaba
kezd6ponttal.) Minden § — p € H' szabalyra legyen S — .p € Fy, és legyen j=0.

2. (Féatlobeli elemek kitoltése: ha az adott oszlopban a pont utan szerepel B nemterminalis, akkor
felvessziik a B- vel kezd6d6 szabalyokat kezdéponttal.) Ha B— p € H' és van olyan k£ < j, hogy
A—rBte€Fy; valamely r,t€ (NUT) - ra, akkor legyen B—.p€ F; Ekkor az Gjonnan beirt
szabalyokra is megvizsgéljuk az adott feltételek fennallasat.

3. (Eggyel jobbra 1épés.) Ha j <n, akkor noveljiik j értékét eggyel, és legyeni= j- 1

4. (A baloldali szomszéd cellabdl szabalymasolas az oszlop termindlisnanak atlépésével.) Legyen
A—rapt€F;j, had—raieF;j,

5. (Cella hasonlitasok: az oszlopban kitdltott legalsod cellat a kitoltendd cella balszomszédjaval
hasonlitjuk, aztan az oszlopban folfelé haladunk az aktualis cellaig, a sorban pedig balra a legelsdig; ha
az oszlopban levé cellaban van pontra végz6dé pontozott szabaly, ami B nemterminalissal kezdédik,
akkor a sorban levé cellabol szabalyt méasolhatunk mikozben étlépjiik a B- t.) Legyen A — rBt € Iy,

ha van olyan k, melyre i<k<j, ésA—rBt€F;;, B— p.€ Fy ;valamely pe (NUT)'- ra.

6. (Ha a legutolso cellat toltottiik ki, akkor w benne van a generalt nyelvben pontosan akkor, ha ebben
a cellaban van S—p. alakl szabaly; egyébként eggyel f6ljebb 1épiink és vissza a 4. 1épésre, vagy ha

legfeliil vagyunk, akkor uras a féatléra, és a 2. 1épésre.) Ha i=0 és j=n, akkor w € L(G) pontosan
akkor ha van olyan pe(NUT )*, hogy S — p.€ Fy,, Egyébként: ha i>0, akkor csokkentsiik az i
értékét eggyel, és térjiink vissza a negyedik 1épésre. Ha i =0, akkor pedig térjiink vissza a masodik
Iépésre.

Ezzel az algoritmussal tehat megadtuk a felismerési matrixot, amelybdl a w szd levezetése viszonylag
egyszerlien rekonstrualhat6, amennyiben w € L(G). Az algoritmus helyességének a bizonyitisidhoz be
kell latnunk a kovetkezo tételt.

58. Tétel. Az Earley-féle algoritmussal nyert felismerési matrixban egy 4 — p.r pontozott szabaly (
preWuUT ) ) pontosan akkor szerepel az F; ;- ben, ha A— pre H, p="a;,...a;, €s van olyan
t€(NUT) sz6, amelyre S =*a, ... q;At.

Bizonyitds. A bizonyitast el6szor a 4- mentes nyelvtanokra végezziik el.

Eloszor a feltétel sziikségességét latjuk be. A bizonyitdst a matrix elemeire vonatkozo teljes
indukcioval végezziik.

Az F esetében az 1. és a 2. Iépések szerint csak olyan pontozott szabalyok johetnek szoba, ahol a
jobb oldalon a pont el6tti rész tires. Ha tehat 4 — ., akkor vagy A=SésS—r€H, vagyAd—re€H
és S =>*At valamely ¢- re.

Az indukciot ezek utan az (i, j) indexpéaroknak egy olyan elrendezésével végezziik, amely pontosan
megfelel a matrix kitdltési sorrendjének. A fédiagonalis elemeit kiilon kell kezelniink. Tegyiik fel
tehat, hogy a bizonyitando allitis minden F;, - re teljesiil, ham < j, vagym= jési<I< .

Legyen most A— pr€ F; ;. Ha i # j, akkor ezt a szabalyt csak az algoritmus 4. vagy 5. lépésében
irhattuk be ide. Az elsd esetben p= p'aj és A— p'a;r € F; ;1. De akkor az indukciods feltevésbdl
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§=%ay...a;At kovetkezik valamilyen ¢ szora, € p'="a;...a;;, amibdl az allitisunk kozvetleniil

adodik. Ha viszont az 5. 1épésben irtuk be a szabalyt, akkor p = p'B valamely p'e€ (N U T) széra és B
véltozora Ugy, hogy van egy olyan k index, melyre 4 — p'Br € F;y, és B— q.€ F ; valamely ¢ szora.

Az indukcios feltevésbdl most S=%ay...q;At, valamint p'=%a;...q, illetve S=%a;...q;Bt, és
q=>"aj;...a; adodik. Ezekbdl a B— g€ H figyelembevételével nyilvan p'B="a;,,... ;... a;
amivel az allitasunkat bebizonyitottuk.

Hatra van még az i=j eset ( i>0 ), vagyis a fodiagondlisban levé elemek esete. Az indukcios
feltevés ebben az esetben azokra az F;, elemekre vonatkozik, ahol m< j, vagy m=jés 0</<j A
fodiagonalis elemeibe csak az algoritmus 2. 1épésében irhattunk be szabalyokat. De itt is csak olyan
B—.q alaku szabalyok johetnek szoba, amelyekre van olyan i < j, hogy A— p.Br € F; ;. Ittazi= j eset
is el6fordulhat. Tekintsiik azonban azt a szabalyt, amelyet az algoritmus el6szor helyez el az Fj ;-
ben. Ebben az esetben az i < j kell, hogy fennalljon. Az indukcios feltevésbdl tehat S =*a, ... a;At és
p="a;...a; kovetkezik. Ugyanakkor nyilvan 4 =*pBr is fennall, amibdl S =*a; ... a;Brt kovetkezik,
s ezzel allitdsunkat igazoltuk. Az indukcids feltevést most mar minden 0j szabaly elhelyezésénél
alkalmazhatjuk az F; ;- be beirt szabalyokra is. Ha tehat egy B—.q szabalyt az algoritmus azért vesz
felaz Fj ;- be,mert B— g€ H, €és A— p.Br € F;, akkorittnyilvan p=A4¢s §="a;...a;At, és ezért
S =*ay...a;Brt, amivel a bizonyitast befejeztiik.

A feltétel elégségességének bizonyitasat ugyancsak teljes indukcidval végezziik. El16szor nézziik az
Fog- t. Tegyiik fel, hogy §="Bt teljesiil valamely B valtozora és ¢ € NuTy szora, és B—q € H.
Az S =*Bt levezetés 1épésszamara vonatkozoan egy kiilon teljes indukciot végziink. Ha a 1épésszam
nulla, akkor B=S§ és t =4, és ezért az algoritmus a B—. szabalyt mar az els6 1épésben felveszi az
Fog- ba. Tegyliik fel, hogy az allitas k 1épésre igaz, €s legyen az S =*Bt levezetés lépésszama k+ 1
Ekkor nyilvan van olyan 4 nemterminalis és ¢' sz0, hogy S =*4t, A= Bt", ahol t=1¢"t'és az § =>*A¢'
levezetés 1épésszama k. Ezért az indukcios feltevésbdl 4 — .Bt" € Fy, tehat az algoritmus 2. lépése
szerint B — .q € Fo

Most tegyiik fel, hogy az algoritmus elégséges volta igaz minden olyan F7,,- re, ahol m < j, vagy
s=m és i<[<j. Legyen akkor 4— pre H, p=%a;...a;, € S="a,...a;At valamely ¢ széra. Ha
most p=p'aj, akkor az indukcios feltevés szerint 4— p'ajr € F;;, és az algoritmus 4. 1épése
alapjan A — p'a;r € F'; ;. Egyébként p= p'B, ahol B="a;,...a; és p'="a;,... a; valamilyen k- ra.
Az indukcits feltevésb8l most 4 — p'Br € F;y és B— q.€ Fyj adodik valamilyen g szora, amelyre
q="a4,...a; és B— q € H. De akkor az algoritmus 5. lépése szerint A — p'Br € F ;.

Végiil vegyiik a f6diagonalis elemeit. Az indukcids feltevést most azokra az Fj, elemekre
tessziik, amelyekre m< j és 0</<j. Legyen tehat A—>re€H és S=%a;...a;Al. Ez a levezetés
nyilvan atrendezhetd gy, hogy a valtozok kozil a legbaloldalibbat helyettesitjiik be el6szor
mindaddig, amig az a;- t meg nem kapjuk. Eszerint van egy olyan A' valtozo, hogy
S=%ay...q 't =>"ay. .. quay,y ... a;Ar't, ahol "t'="t. Ha itt k < j, akkor az indukcids feltevés szerint
A'—>ayyy...aAt" € Fy j, ésigy azalgoritmus 2. lépése szerint A — - € F . A k = j esetben viszontaz
indukcios feltevést mar alkalmazhatjuk az A' — At" szabélyra és az § =%a, ... a;A't' levezetésre, hiszen
ez a levezetés véges szamu lépésbal all, tehat véges szam 1épésben el kell jutnunk egy olyan esethez,
ahol k< j. Az A'— At"€ F j ;- bdl pedig az algoritmus 2. lépése szerint 4 — r € F; ; kdvetkezik, és
ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik a A-mentes esetre.

Ha a nyelvtan nem 4- mentes akkor az algoritmus 0. 1épése ezt éppen igy veszi figyelembe, ahogyan
az Uresszé lemma bizonyitasaban konstrualtunk ekvivalens nyelvtant az eredetihez, vagyis minden
olyan nemtermindlis esetén amibdl az iires sz levezethetd gy is tekinhetjiik a levezetésben, hogy
az lres szot vezetjiik le beldle. Ezek alapjan nyilvanvald, hogy az algoritmus az ilyen esetlekben is
helyesen miikodik. Q.E.D.

Az algoritmus futasa soran az input sz6 négyzetével aranyos méretil tablazat (a felismerési matrix)
kitoltése torténik. Az egy mezobe irhatd pontozott szabalyok szamanak felsd korlatja kiszamolhato
a H szabalyhalmaz elemeinek szdma és hosszai alapjan. Az algoritmus lépéseit megvizsgalva
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lathatjuk, hogy a 2. és 5. 1épésekben az adott cella kitdltéséhez maximum a sz6 hosszanak megfeleld
mennyiségii cellaban, illetve cellaparban talalhatd pontozott szabalyokat kell megvizsgalni. igy a
program futasanak ideje, hasonloan a CYK algoritmushoz, az input sz6 hosszanak kobével aranyos.

Az Earley-féle algoritmus mitkodését eloszor a kdvetkezd egyszerti példan szemléltetjiik.
7.39. példa - Earley algoritmus 1.feladat

A G generativ nyelvtan legyen a kdvetkez6 formaban definialt: G =(S, 4, B}, {a, +, %, ()}, S, H), ahol
H szabalyhalmaz a kovetkez8: S — S+4, 4— Ax B, B—(S),S — 4, A— B, B—a.

Tekintsiik most az ax a+a bemend szd szintaktikai elemzését. Az algoritmus az elsé 1épésben az
S — .S+ 4, S—.4 szabalyokat veszi fel az Fo- ba. Ezutan a 2. 1épés alapjan kiegesziti az F - at az
A— .AxB, A— B, B— (S), B—.aszabalyokkal. Utana j értéke 1lesz, és az algoritmus a 4. 1épésben
az F1- be felveszi a B—a. pontozott szabélyt, mivel a bemend sz6 elsé betiije a. Az 5. 1épésben az
Fo, kiegésziil még az alabbi szabalyokkal: 4 — B, 4— AxB, §— A4, S—S.+ A

Ezutan a 2. lépés kovetkezik, ahol most F'j ;- et kell kitdlteni. De az F'1- ben szerepl6 szabalyokhoz
nem taldlhato egyetlen olyan szabaly sem, amely a feltételeket kielégiti, hiszen az Fg;- beli
szabalyokban a pont utan kdzvetleniil nem is fordul el6 valtozo. Ezért az F'y  iires marad. Az algoritmus
ezutan a j=2 értékre hajtja végre a 4. Iépést, melynek soran az F'1, nyilvan szintén lires marad,
az Fop- be pedig az 4 — Ax.B szabaly fog bekeriilni. Az 5. lépésben mind az /1, mind az Fyy
valtozatlan marad. Az F5- be ezutan a 2. 1épés soran bekeriilnek a B—(S) és B—.a szabalyok, mivel
A— AxXBEF 02

A felismerési matrix kitoltésének tovabbi menetét nem részletezziik, de a kovetkez6 abran megadjuk a
teljes matrixot. Mivel ebben a matrixban § — S+ A4 € F5, a kérdéses bemend sz6 benne van az LG)-
ben. A tételiink szerint ugyanis ez pontosan akkor all fenn, ha S - S+A€H és S+A4=>"axa+a,
tovabba van olyan ¢ sz9, amelyre S =S¢, mely utobbi dsszefiiggés mar nem is lényeges most a mi
szempontunkbol.

a X a + a
S—.5+4A | B—a. A=2AX B| A= AXB.|S=—25+ A | S—=S5+A,
S—= A A—B. S—=A S =S5 +A
A= AXB| A—AXB A—=AXB
A= B S A S =5 +A
B—.(S) | S—S5.+A
B—=.a

B—.(S) |[B—a.
B—.a

O

7.40. példa - Earley algoritmus 2. feladat
Tekintsiik a G=({S,4,B},{0,1},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:

{§—140,S - 0B1, 4 —» B0, B— S0, 4 — 1, B — 0}.
Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezetheté-e a nyelvtanban a 011001 sz6!
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Megoldas:

0 1 1 0 0 1
S—.1A0 |5—0.B1 S—0B.1 |5—0B1.
S—.AS5 |B—0. B—8.0
S—.0B1 |A—B.O - - -
A— BO
A1
B—.50
B—.0
B—.50 |S—1.A0 |5—1A0 |S—1A0 JB—S0.
B—.0 A1 BE—5.0 JA—B.O
S— 1AD |S—AS -
S—.AS
S5—.0B1
A—. BO
A—.1
A—.BO JA—1. S—1A.0
A1 S—1.AD0
S—1A0 |I5—AS - -
S—.AS
S5—.0B1
B—.50
B—.0
A—.BOD |5—0.B1 JA—BO.
A1 B—0. S—0B.1
S—.1AD |JA—B.O [J5—AS -
S— AS
S—1A0 S5—.0B1
S—AS B—.50
S5—0B1 E—.0
A—BO BE—.80 [5—0.B1
B—50 S—.1A0 [B—D.
A S5—AS5 |A—BO -
B—0 S—.0B1
A—.BO
B—.50
B—.0
S— 1AD |S—1.480
S—+ A5 |A—1.
S— 0B1 |S—AS5
B—.50
B—.0
A— BO
A1

Mivel a jobbfels6 "cella" tartalmaz S-bdl kiinduld pontra végzddo szabalyt,
ezért a 011001 sz6 benne van az adott grammatika altal generalt nyelvben. [

7.41. példa - Earley algoritmus 3. feladat

Tekintsiik a G=({S,4,B},{a,b,c,+,(,)},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:
{§—>85+4,S—>4,4A—>AB, A— B, B—(S),B—a, B— b, B— c}.
Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezethet6-e a nyelvtanban az a(b+c) szo!

Megoldas:
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a ( b + c )
S—.5+A B A—AB
S A—B S— A
h— 8B |S—A - - - A—AB
h— B e S—5.+4
B—.(S) |S—5.+A
B—.a
E— b
E—.c
B—.(5] J|B—(.5) |B—i5) E—(5.) |B—(5]
B—.a
B—+b -
B—.c
S—.5+8 [B—D. S-S5+ A [5—5+A
B h—H. S—5.4A
A—.AB |S—A.
4—.B B A
E—.[5] |5—5.4A
BE—.8
E—.b
E—.c
B—.(8)
B—.a
S5—54A BE—.b - -
S—A B—.c
A—AB
A—B
B—(5)
B—a
B—b A—+ AB JB—cC.
B A— B A—B.
B—.(5) JA—AB
B—.a
B— b
B—.c
B—.[5)
BE—.a
E—.b
E—.c

Mivel a jobbfels6 "cella" tartalmaz S-bol kiindul6 pontra végz6do szabalyt,
ezért az a(b+c) sz6 benne van az adott grammatika altal generalt nyelvben. [

7.42. példa - Earley algoritmus 4. feladat

Tekintsiik a G=({S,4,B},{a,b},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:
{§— A4B,S —4, A—> S4B, A — a, B— S, B — b}.
Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezethetd-e a nyelvtanban az aabb szo!

Megoldas:
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a a b b
S—.AB |A—-a A—-SAB|A-SABE. |A-~SABE.
A— SAB |S—-AEB |A—-SAB.| S—AB. |S—AB.
A—-S.AB |S—AB. S—AB |A-SAB|A-SAB
A—.a A-S.AB| S—AB. |S—-AE S—AEB
A—-S.AB A—-S.AB
A—-SAB
B—.S A—a. A—-SAB. [A-SAB.
B—.b A-SAB|A-SAB |A-SAB
B—S. A—-SAB
A— SAB
A—.a
A—-S.AB
S—AB
B—.S B—b
B—.b
B—S -
A—.SAB
A—.a
S—A A—-S.AB
S—AB S—.AB
A—-SAB B—.S B—b
A—a B—.b
B—S B—S.
B—b S—.AB
A SAB
U={S B} A—-S.AB
A—.a

Mivel a jobbfels6 "cella" tartalmaz S-bdl kiinduld pontra végzddo szabalyt,
ezért az aabb sz6 benne van az adott grammatika altal generalt nyelvben. ]

7.8. Irodalmi megjegyzések

A Greibach-féle normalforma [Greibach 1965]-ben jelent meg. A Bar-Hillel lemma [Bar-Hillel et
al 1961]-ben jelent meg. Azota tobb mas iteracios lemma is megjelent, amelyek kialakitdsanal az
egyik focél az, hogy a nem kdrnyezetfiiggetlen nyelveknek minél kisebb része teljesitse a feltételeiket.
Ilyen ,.er6sebb” iteracios lemma talalhato, pl. [Domési et al 1996]-ban. A kornyezetfiiggetlen
nyelvek szintaktikai elemzése irant érdeklédéknek ajanljuk a magyar [Bach 2002] és [Fiilop 2005]
tankonyveket.
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8. fejezet - Kornyezetfiiggé nyelvek

A kornyezetfiiggetlen nyelvekkel kapcsolatosan sok elméleti eredmény ismert, és a gyakorlatban is
jol alkalmazhatoak, ez kdszonhet6 f6leg annak, hogy a levezetési fa fogalma jol illeszkedik ezekhez
a nyelvtanokhoz, illetve, amint lattuk a szoprobléma is hatékonyan megoldhatd. A vilag viszont nem
kornyezetfiiggetlen, nagyon sok olyan jelenséget ismeriink, ami nem irhat6é le kérnyezetfiiggetlen
nyelvtanokkal, pl. a természetes nyelvek, az igaz itéletlogikai formulak nyelve, a primszamok halmaza
stb.

8.1. Szohossznemcsokkento (monoton) nyelvtanok

crer

vesszik el6 emlékeztetoiil.

16. Definicié. Egy G generativ nyelvtant hosszisagot nem csokkentének (vagy roviden monotonnak)
neveziink, ha minden p — g € H szabalyaral| p|<|qlteljesiil, kivétel csak az S — / alaku szabaly lehet,
de ekkor az S szimbolum nem szerepelhet egyik szabaly jobboldalan sem. []

9. Megjegyzés. Az S — A alaku szabaly csak az iiresszd generalasara hasznalhatd, és pontosan akkor
szerepel egy nyelvtan szabalyai kozt, ha a generalt nyelv L(G) tartalmazza az iiresszot.

8.1. példa - Monoton nyelvtan

Legyen a G=(S, 4, B, C},{a, b, ¢}, S,{S — 1, S — abc, S — aABC, A— aABC, A— aBC, CB — BC,
aB — ab, bB — bb, bC — bc, cC — cc}). Egyszeriien bizonyithato, hogy G az I(G)={a"b"c"|n>0}
nyelvet generalja. [

Egyrészt, az el6z8 fejezetben megmutattuk a Bar-Hillel lemma segitségével, hogy IL(G)
nem kornyezetfiiggetlen. Masrészt, az iiresszo-lemma segitségével azt is lattuk, hogy minden
kornyezetfiiggetlen nyelv egyben kornyezetfiiggd is; igy a kornyezetfiiggd és kornyezetfiiggetlen
nyelvek esetére a Chomsky hierarchia élességét bizonyitottuk. Mar csak azt kell belatnunk, hogy a
monoton nyelvtanok pontosan a kdrnyezetfiiggd nyelvosztalyt generaljak.

Figyeljik meg, hogy egy monoton nyelvtanban pl. a bc4 — Baa megengedett szabdly, vagyis a
terminalis betiiket is atirhatjuk, ha a kozeliikben nemterminalis szimbolum 4ll, ez kicsit ellentmond a
terminalis” elnevezésnek. Azt hogy a helyzet mégsem ennyire sulyos a kdvetkezo alfejezetben fogjuk
belatni: minden kornyezetfiiggd nyelvet generalhatunk olyan monoton nyelvtannal is, amiben nem
torténhet terminalisatiras.

8.2. Normalformak a kornyezetfuggo
nyelvtanokhoz, a monoton és a kornyezetfuggo
nyelvtanok ekvivalenciaja

A normalformak itt is nagy jelentdséggel birnak. Az elsé normalforma amivel megismerkediink, a
szabalyok hosszat korlatozza: csak olyan terminalis normalis alaki monoton szabalyokat engediink
meg, amelyekben a jobboldal hossza maximum kettd.

17.  Definicié. Egy monoton nyelvtanr6l azt mondjuk, hogy Kuroda-féle
normdlalakban  van, ha minden szabidlya az alabbi alakok egyikében van:

A—B,A—BC,A—a, AB—CDW€ET, 4B C DEN).O

59. Tétel. Minden monoton nyelvtanhoz van vele ekvivalens Kuroda normalformaji nyelvtan.
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Bizonyitas. A bizonyitas konstruktiv, minden G monoton nyelvtan esetén hatékonyan
megkonstrualhatjuk azt a Kuroda normalformaji nyelvtant, amely az L(G)\{J} nyelvet generalja:
Legyen tehét adott G= (N, T, S, H) monoton nyelvtan.

Az algoritmus elsd 1épésével (ugyantigy, mint pl. a Chomsky normalforma esetén) elérjiik, hogy a
terminalis szimbolumok csak 4 — a alaku szabalyokban forduljanak eld: ehhez vezessiink be minden
terminalis szimbolumhoz egy-egy a nyelvtanban még nem szerepld {1j nemterminalis szimbolumot:

tehat legyen N'= {X JdaeT }, mikozben NNN'= @. Allitsuk elé a H' szabalyrendszert a H -
bol a kdvetkezOképpen: a H minden nem A — a alakil szabalyaban szerepld minden a terminalist
helyettesitsiink a neki megfeleld X, ujonnan bevezetett nemterminalissal és igy masoljuk at a H'- be,
az A — a alaku szabalyokat valtozatas nélkiil szintén masoljuk 4t H - bol H'- be, és adjuk még hozza
az X, — a alaku szabalyokat minden a € T -re. Ekkor G'=(N UN', T, S, H') ekvivalens G- vel és
benne terminalisok csak 4 — a alaka szabalyokban fordulnak el6.

Masodik lépésben, ha p—>g€ H, ahol p=A4,...4, é gq=2B,...B, akkor vilagos a nyelvtan
definiciojabol kovetkezden, hogy m < n. Ekkor vegyiik sorra a szabalyokat ¢s jarjunk el a kovetkezd
moédon:

*ha n<2, akkor a szabaly eleget tesz a Kuroda normalformanak.

* ha m=1n>2, akkor (ugyanugy, mint a Chomsky normalformara alakitasnal; lasd Chomsky-
féle normalalak) helyettesitsik az 4— B,... B, szabdlyt A— B|C, C;— B,C,, ..., C,,— B, 1B,
szabdlyokkal, ahol a C}, ..., C, , Ujonnan bevezetett, csak itt szereplé nemterminalisok.

*ham>2,n>2 akkora C; C,, ..., C,, Gjonnan bevezetett, és csak itt szerepld, nemterminélisok
segitségével hozzuk I1étre a kovetkezd szabalyokat az eredeti szabaly helyettesitésére:
A1A2—>BIC1, C1A3—>Bzc2, ey Cm-ZAm_)Bm—IC Cm_1—>BmCm, ey Cn_ZHBn_an.

m-1

Az 0j nyelvtan Kuroda normalformaju és ekvivalens az eredetivel. Q.E.D.

8.2. példa - Kuroda normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {x,y,z},S,H) kdrnyezetfiiggd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normalalaki nyelvtant, ahol
H={S— ABABx, ABA— AyyyA, Ayyy— Byyy, A— z, A— BB, B— S, B—x }.

Megoldas:

(1) Els6 Iépésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és terminalis csak
X—a alaku szabalyban fordul el6 (X

S

N, a

S

7).

Ehhez el6szor a G nyelvtan minden olyan x; terminalis betiijéhez, amely szerepel olyan szabalyban,
ami nem normalalaku, 0j X; nemterminalist vezetilink be.

Ezutan a G| nyelvtan H, szabalyhalmazat ugy kapjuk, hogy felvessziik az X;— x; szabalyokat, valamint
a H szabalyhalmaz elemeit atvessziik ugy, hogy a szabalyokban az x; betiik azon el6fordulasait,
melyek nem normalalaka szabalyban szerepelnek, X;-re cseréljiik.

Jelen esetben legyenek az j nemterminalisok az X és az Y, ekkor:

G1=({S,4,B,.X,Y},{x,,z},S,H), ahol
H\={X— x, Y>>y, S— ABABx, ABA— AyyyA, Ayyy— Byyy, A— z, A— BB, B— S, B—>x }

(II.) Masodik Iépésben megadunk egy G, nyelvtant, ami ekvivalens
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az eredeti nyelvtannal, normalformaju és nem szerepel benne Y— Y,7Y>...Y,, n>3 alakt szabaly.

Ehhez a G| nyelvtanbol indulunk ki.

A Hj szabalyhalmaz Y— Y1Y,...Y,, n>3 alaku szabalyait helyettesitjiik 0j szabalyokkal,

a tobbi szabalyt pedig valtoztatas nélkiil atvessziik a H, szabalyhalmazba.

Minden Y— Y1 Y>...Y,, n>3 alak( szabalyhoz

vezessiink be Z1,2,, ... ,Z,.» nemterminalisokat, ahol a Z;-b6l pontosan az Y;y...Y, szot fogjuk levezetni:
az 0sszes Y— YY>...Y,, n>3 alakl szabalyt helyettesitsiik

a kovetkez6 szabalyokkal:

Y— Y17,

Z\— Yoy,

Zy3— YpoZyo,
Zpa— Yo Yy

Jelen esetben:

G2 :( {S,A,B,X Y,Z],ZZ,Z3}, {x,y,z},S,Hz), ahol

Hy={X—>x, Y>>y S— AZ|, Z1— BZ,, Zy— AZ3, Z3— BX, ABA— AYYYA, AYYY— BYYY,
A—z, A— BB, B— S, B—x }

(II1.) Harmadik 1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens G’ Kuruda-féle norma alaka
nyelvtant.

Ehhez a G, nyelvtanbol indulunk ki.

A H, szabalyhalmaz X1.X; ... X;,— Y115 ... ¥, n>2, m>3 alaku szabdlyait helyettesitjiik 0j
szabalyokkal, a tobbi szabalyt pedig valtoztatas nélkiil tvessziik a H' szabalyhalmazba.
Minden XX, ... X,— 1Y, ... Y, 22, m>3 alaku szabalyhoz vezessiink be

21,2, ...,Zy> 0 nemterminalisokat!

Ezek utan az

XX, ... X,— V1Y, ... Y, 022, m>3 alaka szabdlyokat helyettesitsiik a kovetkez6 szabalyokkal:
X1 Xo— Y17,

21 X3— YoZo,

Zy2Xy— Yy1Zyy,
Zya— YuZy,

Zn3— YnoZmo,
Zm—2_’ Ym—l Yo

Jelen esetben:

G':({S,A,B,/Y, Y,Zl,Zz,Z3,Z4,Zs,Z6,Z7,Zg}, {x,y,z},S,H'), ahol

H={X—>x, Y>>y, S— AZ|, Z\— BZ,, Zy— AZ3, Z3— BX, AB— AZ4, Z4A— YZs, Zs— YZs,
Z¢— YA, AY— BZ7, Z7Y— YZg, ZgY— YY, A— z, A— BB, B— S, B—>x } []

8.3. példa - Kuroda normalforma 2.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {a,b,c},S,H) kdrnyezetfliggd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normalalaki nyelvtant, ahol
H={ S— BaB, BaB— BaBa, A— SaS, A— ¢, B— AbbA, B— c }.
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Megoldas:

(I.) Legyenek az 0j nemterminalisok az X és az Y, ekkor:

G,=({5,4,B. X, Y},{a,b,c},S,H;), ahol

H\={X— a, Y> b, S— BXB, BXB— BXBX, A— SXS, A— ¢, B— AYYA, B— ¢}
(IL)

Gzz( {S,A,B,X KZl,Zz,Z3,Z4}, {a,b,c},S,Hz), ahol

Hy={X— a, Y- b, S—> BZ,, Z;— XB, BXB— BXBX, A— SZ), Z,— XS, A— c,
B— AZs, 73— YZ4, Z4— YA, B— ¢}

(I1L.)

G'Z({S,A,B,)(, Y,Z],Zz,Z3,Z4,Z§,Zﬁ}, {a,b,c},S,H'), ahol

H={X— a, Y—> b, S— BZ\|, Zy— XB, BX— BZs, ZsB— XZ¢, Zs— BX,

A— 8725, Zy— XS, A— ¢, B— AZ;, Zs— YZ4, Z4— YA, B— c} [

8.4. példa - Kuroda normalforma 3.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {a,b},S,H) kornyezetfiiggd nyelvtannal ekvivalens
Kuroda-féle normalalakt nyelvtant, ahol
H={S8— AB, AB— ABAA, ABA— ABAABB, B— S, A— a, B— b, A— SA4 }.

Megoldas:

1)

Mivel a G nyelvtan mar normalalakban van, ezért G|=G.

L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs Y— Y1Y,...Y,,, n>3 alaku szabdly,

ezért Go,=G].

(I11.)

G'=({S,4,B,2,,2,,73,24,75,Z¢},{a,b},S,H"), ahol

H'={ S— AB, AB— AZ\, Z\— BZy, Zy— AA, AB— AZ3, Z3A— BZ4, Z4— AZs,
Zs— AZs, Z¢— BB, B— S, A— a, B— b, A— S4} O

8.5. példa - Kuroda normalforma 4.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B},{0,1},S,H) hossziisag nemcsokkentd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normadlalaki nyelvtant, ahol
H={ 85— S48, SA— BOB0S, S— 1, A— S0S, BOB0— 0S50S }.

Megoldas:
(I.) Legyen az ij nemterminalis a C, ekkor:
G1=({S4,B,C},{0,1},S,H}), ahol
H1={C— 0, §— S48, S4— BCBCS, S— 1, A— SCS, BCBC— CSCS }
(IL.)
G,=({S,4,B,C,Z1,2,},{0,1},S,H;), ahol
Hy={ C— 0, S— SZ,, Z}— AS, SA— BCBCS, S— 1, A— SZ,, Z,— CS, BCBC— CSCS }
(I11.)
G’:({S,A,B, C,Zl,Zz,Z3,Z4,Zs,Z6,Z7}, {0, 1 },S,HV), ahol
H':{ C— 0, S— SZ], Zl—> AS, SA— BZ3, Z3—> CZ4, Z4—> BZ5, ZS—> CS,
S— 1, A— 87, Z,— CS, BC— CZg, Z¢B— SZ7, Z:C— CS } O
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8.6. példa - Kuroda normalforma 5.feladat

Adjunk meg a G=({S,B}, {a,b,c},S,H) hosszlisag nemcsokkentd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normadlalakt nyelvtant, ahol
H={S— abc, S— aSBc, cB— Bc, bB— bb }.

Megoldas:

(I.) Legyenek az uj nemterminalisok az 4, E és a C, ekkor:
G1=({S,B,A,E,C},{a,b,c},S,H}), ahol

H={A—a, E— b, C— ¢, S> AEC, S— ASBC, CB— BC, EB— EE}
(L)

G2:( {S,B,A,E, C,Z],ZZ,Z:;}, {a, b,c},S,Hz), ahol

Hy={A— a, E—> b, C— ¢, S— AZ|, Z\— EC, S— AZ), Zr— SZ;,

Z3— BC, CB— BC, EB— EE }

(111.)

Mivel a G, nyelvtan mar Kuroda-féle normalalakban van, ezért G'=G,. [

8.7. példa - Kuroda normalforma 6.feladat

Adjunk meg a G=({S,4,B}, {d,e},S,H) hosszusag nemcsokkentd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normalalakd nyelvtant, ahol
H={ S— BeBe, BeBe— dAdA, eB— dede, Bd— SAS, A— ede }.

Megoldas:

(I.) Legyenek az 0j nemterminalisok a D és az E, ekkor:
G1=({S,4,B,D,E},{d,e},S,H), ahol

H={D— d, E— ¢, S— BEBE, BEBE— DADA, EB— DEDE, BD— SAS, A— EDE }
(I1)

G,=({S,4,B,D,E,Z\,2>,73},{d,e},S,H3), ahol

H,={D—d E— e, S— BZ,, Z1— EZ,, Z,— BE, BEBE— DADA, B— DEDE,
BD— SAS, A— EZ3;, Z3— DE }

(I1L.)

G2 :( {S,A,B,D,E,Zl,Zz,Z3,Z4,ZS,Z(,,Z7,Zg}, {d,e},S,H’), ahol

H={D—d, E— e, S— BZ|, Z\— EZ,, Zy— BE, BE— DZ4, ZsB— AZs, ZsE— DA,
EB— DZg, Z¢— EZ7, Z7— DE, BD— SZg, Zg— AS, A— EZ3, Z3— DE } [

A Kuroda-féle normalformat a Révész Gyorgy nevéhez fiiz6do észrevétellel tovabb alakithatjuk.
Révész-triikk

Egy AB — CD alaki monoton szabaly helyettesithetd a kdvetkezé négy szaballyal, ahol A' és B'
ujonnan bevezetett nemterminalisok:

AB—A'B

A'B—A'B'

A'B'— CB'
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CB'—-CD

Figyeljik meg, hogy az ujonnan bevezetett szabalyok mindegyike eleget tesz a kdrnyezetfiiggd
nyelvtanoknal eldirt megszoritdsoknak. Ez alapjan kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

60. Tétel. Minden monoton nyelvtanhoz van vele ekvivalens, aminek szabdalyai csak
A— B, A— BC, A— a, AB— AC, AB — CB alakuak lehetnek (a €T, A, B,CEN).

Ezzel egynttal azt is bizonyitottuk, hogy minden monoton nyelvtannal generalhatd nyelv generalhato
kornyezetfiiggd nyelvtannal is. Mivel a masik iranya tartalmazas a nyelvtantipusok definiciojabol
adddoan nyilvanvald (vagyis minden kérnyezetfiiggd nyelvtan egyben monoton is), ezért :

5. Kovetkezmény. a monoton és a kornyezetfiiggd nyelvtanok altal generalt nyelvek osztalya
megegyezik (igy, most mar jogosan hivhatjuk a monoton nyelvtanok altal generalt nyelveket
kornyezetfiiggbnek).

Tovabbi normalformakat mutatunk a kdrnyezetfiiggd nyelvosztalyhoz (bizonyitasok nélkiil).
Cremers normalforma (lanc szabalyok kikiiszobolése):

61. Tétel. Minden kornyezetfiiggd nyelvtanhoz van vele ekvivalens, melynek szabalyai csak a
kovetkezd alakuiak lehetnek:

A—a, A— BC, AB— CD.
Révész-féle egyoldali normalforma:

18. Definici6. @ Egy nyelvtan Révész-féle egyoldali normalforméju, ha szabalyai csak
A—a, A— B, A— BC, AB— AC, AB — BA alaktiak lehetnek (a €T, 4,B,CEN).O

62. Tétel. Minden kornyezetfiiggé nyelvtanhoz van vele ekvivalens Révész-féle egyoldali
normalformajt nyelvtan.

10. Megjegyzés. Révész-féle egyoldali normalformaju nyelvtanban csak egyoldali kornyezetfiiggés
megengedett, viszont permutacids szabaly (helycsere) hasznalhatd (ami nem tesz eleget a
kornyezetfiiggd definicionak).

Felmertilhet a kérdés, hogy vajon mindkét tipusii nem kdrnyezetfiiggetlen szabalyra sziikség van-e
ahhoz, hogy (minden) kdrnyezetfliggd nyelvet generalni tudjunk.

A permutécios nyelvek esetében kdrnyezetfiiggetlen szabalyok mellé AB — BA alakt szabalyokat
véve nem kornyezetfiiggetlen, kornyezetfliiggd nyelveket is generalhatunk. (lasd, a kdvetkezd
alfejezetben: Permutacios nyelvek). Az el6z6 kérdésre a valaszt a kovetkezd egyoldali normalforma
adja meg:

19. Definicié. Egy kornyezetfiiggd nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy Penttonen normalformaban van,
ha minden szabdlyéra illik az alabbi alakok egyike 4 — a, 4 — BC, AB— AC(a €T, A B,CEN).O

63. Tétel. Minden kornyezetfliggd nyelvtannal van ekvivalens olyan, amely Penttonen normalalaki.

A normalformak bevezetése soran egyrészt a szabalyok hosszanak korlatozasa volt fontos, masrészt
a kiilonb6zo tipust rekurziok kikiiszobolése, pl. egy (egyszerii és nem teljesen jol megirt)
szamitogépprogram konnyen végetlen ciklusba keriilhet, egy jol megirt program pedig sokkal
Osszetettebb kell, hogy legyen, ha valamilyen rekurziot engednek meg a nyelvtan szabalyai, hiszen az
eléfordul6 rekurziok némelyikét kiilon kezelni kell.

A kornyezetfliggetlen esetben a Chomsky-féle normalalak egyik nagy elénye, hogy a lancszabalyok
altal okozott rekurzi6 (pl. 4— B, B— C, C — A ) nem okozhat gondot, - minden 1épésben vagy né
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a mondatforma hossza, vagy terminalist vezetiink be, - ezért miikddik jol pl. a CYK algoritmus.
A lancszabalyok a kornyezetfliggd esetben is kikiisziilhetdek, ahogy a Cremers és a Penttonen-féle
normalformak sem tartalmaznak ilyet.

A Greibach normalforma Greibach normalforma a balrekurziot kiiszoboli ki, ezért ugyancsak fontos
lehet néhany szoelemzo algoritmus szamara (legbalodali levezetés esetén).

Kornyezetfiiggd esetben viszont, az eddig altalunk legerésebbnek vélt normalforma is megenged
rekurziot: a nem kdrnyezetfiiggetlen szabalyok esetén a mondatforma hossza nem valtozik.

Kornyezetfiiggd rekurzionak nevezziik azt, ha csupan AB — AC alaka szabalyok segitségével egy
levezetés "korbe mehet", vagyis vannak olyan E és F nemterminalisok, hogy EF =TEF, vagyis
valahany (nem nulla) 1épés utan ismétlédés 1éphet fel. Egy ilyen egyszer(i ismétlodést generalhat pl.
az AB — AC és AC — AB szabalyok egyiittes jelenléte.

Egy nyelvtant rekurzio-mentes normalformajunak hivunk, ha Penttonen normalformaju és
kornyezetfiiggd rekurzid nincs benne. A kovetkezd tétel Nagy Benedek és Varga Péter nevéhez
fliz6dik:

64. Tétel. Minden kornyezetfiiggd nyelvtanhoz van vele ekvivalens, ami rekurzio-mentes
normalformaju.

8.3. Permutacios nyelvek

Nézziikk tehat az A—a, A— B, A— BC, AB— BA alaku szabalyokkal rendelkezé nyelvtanokat:
segitségiikkel nem generalhatd minden kornyezetfiiggd nyelv, de generalhatdak nem
kornyezetfiiggetlen nyelvek is, tehat az ilyen tipusu szabalyokkal generalhaté Permutécids nyelvek

halmaza a Chomsky hierarchiaban szigortian a kérnyezetfiiggetlen és a kdrnyezetfiiggd nyelvesaladok
kozt helyezkedik el.

8.8. példa - Permutacios nyelvtan

Legyen G=(S, 4, B, C},{a, b, c}, S,{S — SABC, S — ABC, AB — BA, BA— AB, AC — CA,
CA— AC, BC — CB, CB—BC, A—a, B— b, C — ¢}), ekkor (G)= tw | awszébanaza, bésc
betiik szama megegyezik (és nem 0) }. Belathat6, hogy L(G) nem kérnyezetfiiggetlen. [J

NN
AN

f B C C B\
a C B b
A B
AN

FI

Mivel a permutécios szabalyok ( AB — BA ) alkalmazasa esetén a mondatforméaban nem valtozik meg
a szerepld (termindlis és nemterminalis) betlik szama, a tobbi szabaly pedig kdrnyeztfiiggetlen, minden
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levezetésnek van olyan megfeleldje, amiben a permutécios szabalyokat nem alkalmazzuk, a tobbi
szabalyt pedig az eredeti levezetésben talalhatd sorrendben alkalmazzuk. Az ilyen levezetés végén
kapott sz6 betiickvivalens az eredetileg levezetett szoval. (Betlickvivalens két sz, ha minden betiibol
pont ugyanannyit tartalmaznak; két nyelv pedig akkor ha barmelyik nyelv barmely szavahoz van vele
betliekvivalens sz6 a masik nyelvben.) Viszont a permutacios szabalyok (hasznélata) nélkiili nyelvtan
kornyezetfiiggetlen nyelvet general: tehat a permutacios nyelvtan altal generalt nyelvben mindig van
egy az eredeti nyelvvel betiiekvivalens kornyezetfiiggetlen résznyelv. Az a"b"c" nyelvben minden sz6
csak sajat magaval betiivekvivalens, igy nem teljesiil rd az el6zéekben ismertetett feltétel, tahat nem
permutécios nyelv.

Ide tartozd nyitott probléma: vajon az 4— B alak lancszabalyok kikiiszobolhetdek-e, vagyis
generalhatd-e minden permutacids nyelv lancszabalyok nélkil?

A szoprobléma megoldasara hatékony algoritmus 1étezésének kérdése is nyitott kérdés, vagyis jelenleg
nem tudjuk, hogy melyik bonyolultsagi osztalyhoz tartozik ez a probléma.

A permutéacios nyelvtanok generald ereje novekszik, ha kettd hosszusdgu permutdcids szabalyok
helyett hdrom hosszisaguakat is megengediink (pl. ABC — CBA ), vagyis az igy kapott Permy
nyelvosztaly szigorian a Perm, és a kornyezetfliggd nyelvek osztalya kozott helyezkedik el a
hierarchiaban.

A permutacidos nyelvek nem zartak a regularis nyelvekkel vald metszetképzésre (a példaként
bemutatott ugyanannyi a, b és ¢ betiit tartalmazo szavakbol all6 nyelv metszete a regularis a*b'c*

nyelvvel éppen a"b’c", a kornyezetfiiggetlen nyelvek pedig zartak a regularis nyelvekkel vett
metszetképzésre). Egy permutacios €s egy regularis nyelv metszeteként eldalld nyelvek osztalya a
Perm-reg nyelvosztaly szigorian a Perm és a kornyezetfiiggd nyelvek osztalya kozott helyezkedik el
a hierarchiaban.

8.4. Levezetési grafok, levezetési fak a
kornyezetfuggo nyelvtanokhoz

A kornyezetfiiggd nyelvek esetén is abrazolhatjuk a megfeleld nyelvtanokban a levezetéseket grafok segitségével.
Monoton esetben vegyiik a kdvetkezo példat:

8.9. példa - Levezetési graf monoton esetben

Legyen (S, 4, B,C,D,E, F, G},{a, b}, S, H) egy monoton nyelvtan, ahol
H =S — DABE, S — DABEF, F — GG, F — GGF, G — b, aG — Ga, BE — aa, Aa — aa, Da — aa,
AB — BAA, DB — DC, CA— AAC, CE — BE}. A kdvetkezd abran egy példaleveztést lathatunk: az
aaabaabbaabbb sz6 levezetési grafja:

199



Kornyezetfiiggd nyelvek

.,
s
-
—
-

|%
]

A monoton nyelvtanok esetén a levezetési graf paros graf, kétféle csucstipussal: a levezetési faknal
szokasos betlicimkézett (nemterminalis, terminalis, illetve csak az iires sz6 levezetése esetén a 4 );

illetve szabalycimkézett csticsok (itt a cimkéket altalaban elhagyhatjuk, hiszen a befut6 és kifuto élek
altal mutatott csucsok cimkéibdl egyértelmiien felirhat6 az alkalmazott levezetési szabaly).

Kornyezetfiiggd nyelvtan esetén ez a graf nagyon redundéns, ugyanis az 6sszes kornyezetszimbolum
megismétlésre keriil. Ezen segithetiink, ha nem ismételjiik meg dket, hanem specialis "kdrnyezet-
¢élek" (illetve kornyezetdoboz) segitségével jeldljiik meg a grafban, hogy az adott nemtermindlis azért
helyettesithetd a megadott modon, mert a megfeleld kornyezet rendelkezésre all. Ily mddon csak a

hagyomanyos levezetési faknal megszokott csticstipusra van sziikséglink, viszont kétféle éltipusra.
Példaként az ABCD—ABSBD szabély kétféle abrazolasa lathato a kovetkezd abran:

¢ D

S B
8.10. példa - Levezetési graf kornyezetfiiggé nyelvtanban

Legyen adott a (1S, 4,B,C,D,E, F,G,1,J,K, L, M, O, P},{a, b, ¢}, S, H) kéryezetfiiggd nyelvtan,
ahol a H szabalyhalmaz:
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H=1{S—aSA4,S — bSB, abS — abCE, baSA — baDF A, EA— EG, EG — IG,1G — IE, IE — AE,
EB—EJ EJ—KJ,KJ— KE,KE— BE, FA—>FL, FL— ML ML— MF, MF — AF, FB— FO,
FO— PO, PO— PF,PF — BF,CA— CE,CB— CF, DA— DE, DB— DF,C —a, D — b,
E—aF—b.

A kovetkez6 abran egy levezetést lathatunk.

O

M¢ég specialisabb a helyzet, ha csak Penttonen normalformaju nyelvtant engediink meg, ekkor a
kornyezet mindig csak egy baloldali szomszédos nemterminalis lehet. Erre az esetre definialjuk
formalisan a kornyezetfiiggd "levezetési fat":

20. Definicié. Legyen G=(N, T, S, H) Penttonen normalformajt nyelvtan. Egy ¢ mondatforméhoz
a levezetési fat a kdvetkezéképpen irhatjuk le: irdnyitott csicscimkézett (a cimkék az (N U T)
halmazbeliek) graf. A levezetési élek (folytonosak az abran) hagyomanyos értelemben vett fa
szerkezetet adnak a grafnak (pontosan ahogyan a kornyezetfiiggetlen esetben). A gydkér cimkéje S.
Minden nem levél elem cimkéje nemterminalis. A levélelemek cimkéit balrdl jobbra dsszeolvasva
q- tkapjuk. Legyen 4 egy nem levélelem cimkéje és legyen r a gyerekeinek a cimkéi balrol jobbra
Osszeolvasva. Ekkor a kdvetkez6 feltételeknek kell teljesiilnie:

- Ha kornyezetél (az abran szaggatott) nem érkezik be az adott 4 cimkéjt cstcsba, akkor 4 — r alaka
leveztési szabalyt tartalmaz a G nyelvtan H szabalyrendszere.

- Ha pontosan egy kornyezetél érkezik az adott 4 cimkéjii csticsba, akkor legyen annak a balszomszéd
agon levd csucsnak ahonnan a kornyezetél indul a cimkéje C, ekkor C4A— Cre H.[J

Minden kornyezetél két szomszédos agat kot dssze (balrdl jobbra), vagyis pontosan akkor mehet
egy a (C cimkéjli) csucsbol kornyezetél egy f (A cimkéjli) csucsba, ha a levezetési faban y az a
legalacsonyabban levd cstics, amely mind az o, mind a f csticsot domindlja (a legutolsé kdzos 6se
mindkettének); a a y baloldali részfajanak legjobboldali 4gan van, mig S a y jobboldali részfajanak
legbalodali 4gan helyezkedik el (lasd a kovetkezd abrat is). Ezen kiviil a kovetkezd feltételnek is
teljesiilnie kell: a § cstcs egyik 6sébol sem indulhat kdrnyezetél az ¢ cstucs egyik leszarmazottjahoz
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sem, ha J csucsbol indul az ¢ csticsba. Egy csticsbol tobb kdrnyzezetél is indulhat, de maximum egy

érkezhet.

8.11. példa - Kornyezetfiiggo levezetési fa
Legyen adott a ({S,4,B,C,D,E,F,G,1,J,K, L M, O}, {a, b, c}, S, H) kornyezetfiiggd nyelvtan
Penttonen normalformaban:

H={S— AG,G—BC,A—1J,J — DE,EB— EE,EC > EK,K — FL, D — IM, M — AB,
BE — BB,BF - B0O,0—»CL,A—a,B—bC—cD—>aE—bF—cl—>al—c

Egy példalevezetést 1athatunk a kdvetkezo abran.

O
Figyeljiik meg hogy a levezetési graf szerkezete milyen egyszerd, a struktiraja az ebben a fejezetben
korabban ismertetett grafoknal tényleg sokkal kozelebb all a fahoz.

Az el6zdek alapjan, kicsit pongyolan, a kovetkezd feltételt mondhatjuk a kdrnyezetélekre: egy

kornyezetél nem metszhet semmilyen mas élt a gratban.

Ugy is felfoghatjuk, hogy egy adott agon levé csucsra a balszomszéd ag "arnyékot" vet, azok a
nemterminalisok johetnek szoba kdrnyezetél inditasara egy adott csicsba, melyeknek ott lehet az
arnyéka. Egy levezetési fat befejezettnek neveziink, ha minden levéleleme terminalis.

8.4.1. Legbaloldalibb levezetés és atfogalmazasa

Mint ahogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok esetén lattuk a legbalodali levezetés 1étezése fontos
szerepet jatszott, hiszen a veremautomata egy adott levezetési fa legbalodali levezetését szimulalta.
A legbaloldalibb levezetést ott mondatformara definialtuk, mindig a benne szerepld elsé (vagyis
legbalodali) nemterminalisra alkalmaztunk egy alkalmazhat6 levezetési szabalyt. A kdrnyezetfiigetlen
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esetben ez a definicio egybeesik azzal, hogy a levezetési faban mindig a legbaloldalibb még be nem
fejezett agon folytatjuk a levezetést, vagyis a fa tovabbépitését.

Ismert, hogy barmilyen generativ nyelvtan (tehat barmilyen 0. tipust nyelvtan) esetén, ha csak
legbaloldalibb levezetést engediink meg (vagyis mindig csak olyan szabalyt alkalmazhatunk, ami
a legels6 szerepld nemterminalisndl alkalmazhatd, és ott alkalmazzuk), akkor a generalt nyelv
kornyezetfiiggetlen lesz.

Ezek alapjan tehat ahhoz, hogy a generald ereje egy (nem kornyezetfliggetlen) nyelvtannak ne
csokkenjen, sziikséges a legbalodali levezetés fogalmanak altalanositasa (atfogalmazasa).

21. Definicio.  Legbaloldalibb levezetésnek (vagy legbalodali konstrukcionak) nevezziik
kornyezetfiiggd esetben a (Penttonen normalformaju nyelvtan esetén a) levezetési fa felépitésének
legbalodali modjat: minden 1épésben a legbalodali levélelemnél folytatjuk a leveztést (a levezetési fa
megkonstrualasat) innen indulé levezetési €l(ek) bevezetésével, esetlegesen felhasznalva egy a grafban
mar jelenlevé baloldali szomszédos cstucsot kdrnyezetél segitségével (a korabbiakban leirt feltételek
betartasaval). ]

65. Tétel. Legyen adott egy G=(N, T, S, H) Penttonen normalformaji nyelvtan. Egy w széhoz
pontosan akkor 1étezik befejezett levezetési fa, illetve legbaloldalibb levezetés, ha w € L(G).

8.5. Arnyék-veremautomata

Ahogy az eredeti legbaloldalibb levezetés alapjan a veremautomatdt megkonstrualhattuk, ugy
készitjik el az arnyék-veremautomatat a kornyezetfliggd legbaloldalibb levezetés esetére. Az
arnyék-veremautomata vermében a hagyomanyos veremszimbolumok mellett, arnyékszimbolumok
is lehetnek. Az automata olvashat a szalagrél egy betiit, latja a veremben levd legfelsd
veremszimbolumot, illetve a kdzvetleniil ezen levd arnyékszimbolumhoz is hozzaférhet.

22. Definici6. Az (allapotnélkiilli nemdeterminisztikus)  arnyék-veremautomata egy
SPDA=(T,ZUZ', X, d)rendezett négyes, ahol T az input 4bécé, Z a veremébécé, Z'={X"' | X €Z}

az arnyékszimbolumok halmaza, Xy a kezdé veremszimb6lum, d : (T U{L}) x Z x Z' — (Z U Z")" pedig
az atmenetfiiggvény; ahol a d atmenetfiiggvény a kovetkez6 atmeneteket irhatja le:

- L, A'€da, 4, 1), ez az dtmenet csak akkor lehetséges ha nincs arnyékszimbolum az A felett a
veremben, ekkor az automata elolvassa az a- t a szalagrol és torli a verem tetején levd A4- t, vagy
kicseréli az arnyékara ( 4').

- BC,BCA'€d(), A, 1), ezekben az atmenetekben az A- ra ratesszilk a C- tésa B- t (a Blesz a
legfelsé veremszimbolum), és az 4- t tordljik, vagy az arnyékara cseréljiik.

-C,CB', A'C, ACB' € d(), B, A", ezekben az dtmenetekben az 4' 4rnyékszimbdélumnak pont a legfelsd
verem szimbolumon, B- n kell lennie; ekkor B- re ratesszik a C- t (a C lesz a legfelsd
veremszimbolum) és a B- t tordljik, vagy az arnyékara cseréljilk, illetve az A'- t is tordlhetjiik. [

Az arnyék-veremautomata egy konfigurdcidja (w,z), ahol we T a még feldolgozandé input,
z€(ZUZ) pedig a verem aktualis tartalma. Akkor fogadunk el egy w szot, ha a (w, X)

konfiguraciobol a megadott atmenetek alapjan véges sok lépésben elérhetd a (4, A) konfiguracio, vagyis
elfogy az input és a verem kiiiriil. Belathat6, hogy az automata a Penntonen normdalforma alapjan
értelmezett legbaloldalibb levezetést szimulalja, igy bizonyithatd a kdvetkezd tétel.

66. Tétel. Az allapotnélkiili nemdeterminisztikus arnyék-veremautomatak pontosan a kdrnyezetfiiggd
nyelvek osztalyat fogadjak el.

8.12. példa - Arnyék-veremautomata és miikodése

Legyen SPDA=({a,b,c},{S,4,B,C,D,E. EG,IJKLMO} U {S"A"B'C'D"E"F,G'I'J.K'L'M", 0"},
S, d), ahol d a kdvetkezoképpen definialt:
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LA €d(aA, ),
J,B' €d(b,B, ),

2,C' €d(c,C, ),

A,D' €d(a,D, ),

LE' €d(b,E, ),

LF' €d(c,E 1),

LI €d(al ),

LL' €d(cL, 1),

AG,AGS' €d(3,S, %),
BC,BCG' €d(),G, 1),

LIJA' €d(,A, ),

DE,DEJ' €d(,J, %),
FLFLK' €d(.K, ),
IMIMD' €d(\,D, J),
AB,ABM' €d(,M, }),
CL,CLO' €d(,0, %),
E,EB'E'E,E'EB' €d(),B, E'),
KKC'EK,EKC' €d(),C, E"),
B,BE'B'B,B'BE' €d(),E, B'),
0,0F'B'O,B'OF" € d(),F, B').

Ekkor az aaabbbccc input szon lehetséges az SPDA kovetkezd futdsa: a konfiguraciokat adjuk meg, az
arnyékszimbolumokat (piros és lila), illetve az atmenetfiiggvényben felhasznalt inputbetiiket (kék) és
a verem tetején felhasznalt betliket (kék veremszimbolum, illetve lila arnyékszimbolum) emeltiik ki.

(aaabbbccc, S)
(aaabbbccc, AG)
(aaabbbccc, 11G)
( aabbbcce, 1G)
( aabbbccc, DEG)
( aabbbccc, IMEG)
( abbbccc, MEG)
( abbbccc, ABEG)
( bbbcce, BEG)
( bbccc, B'EG)
( bbcce, BE'G)
( bcce, B'E'G)
( bcec, B'E’BC)
( bcec, B’EC)
( bcce, BE'C)
( cce, B'E'C)
( ccc, B’ K)
( cce, BFL)
( cce, OL)
( ccc, CLL)
( cc, LL)
( c L)
(

5 )

Ez alapjan a sz6t az automata elfogadja. [
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8.6. Linearisan korlatozott automata

A kovetkezOkben egy masik, a szakirodalom altal jol ismert olyan automata modellt mutatunk be,
amely pontosan a kornyezetfiiggd nyelveket fogadja el. A linearisan korlatolt automatanak (Linear
Bounded Automaton (LBA), vagy linearisan korlatozott Turing-gép) tobb valtozata is ismert, ezek
koziil ismertetiink egyet. Az automata egy véges vezérlovel rendelkezik és egy szalaggal, amelyen
kezdetben az input sz6 all. Az automata a mitkddése soran két Iényeges eltérést mutat az eddig targyalt
automatakhoz képest: az egyik, hogy a szalagon a fej elére és hatra is mozoghat, a masik, még
lényegesebb, hogy nem csak olvashatja a szalagot, de annak tartalmat 4t is irhatja, ennek megfelelden
nem olvasd, hanem ir6-olvasoé fejrol beszéliink.

23. Definicio. Az LBA=(Q,T,V, dy #,d F)- t (nemdetrminisztikus) linearisan korlatozott

automatdnak hivjuk, ha Q az allapotok véges halmaza, T az inputabécé, V' 2T a szalagabécé,
q, 2 kezddallapot, # € V'\ T specidlis jel a szalag azon részén, ahol nincs input (tulajdonképpen

a szokoz jelnek feleltethetd meg), d az atmenetfiiggvény, F<SQ pedig a végallapotok
halmaza. A d atmenetfiiggvény (leképezés) alakja a kovetkezé: a (Ox (¥ \{#}) halmazbol
képez a (QxV x{Bal, Jobb, Helyben}) részhalmazaiba, illetve (Qx{#}) halmazbol képez a
(O x # x{Bal, Jobb, Helyben}) részhalmazaiba. [J

srr

a fejtél balra, illetve jobbra, g € Q az aktualis allapot, a € V pedig a fej altal éppen latott szimbolum a
szalagon. Kezdetben az input # jelek kdzott szerepel az input szalagon és a fej az input els6 betiijére
van poziciondlva, vagyis a kezdeti konfiguracio (4, 4y aw") ahol az input w = aw". (Uressz6 input esetén

(4, g #) a konfiguricio kezdetben.)

Az automata vezérldje (a d leképezés altal leirt modon) az aktualis allapot és az éppen olvasott
szimboélum alapjan nemdeterminisztikusan valaszt a lehetséges atmenetek koziil: (¢, b, m) € d(g, @)
jelentése: ha az automata ¢ allapotban van és a szimbolumot lat a szalagon, akkor atmehet ¢' llapotba,
mikdzben a szalagon a helyére b- t ir és a fej az m € {Bal, Jobb, Helyben} 4ltal megadott irdnyba
1ép egyet a szalagon (vagy értelemszeriien helyben esetén helyben marad). Akkor mondjuk, hogy az
automata elfogadott egy input sz6t, ha van az dtmeneteknek olyan véges sorozata a sz6 feldolgozasa
soran, hogy az automata végallapotba jut. Az elfogadott szavak halmaza adja az elfogadott (vagy
felismert) nyelvet.

A definiciobdl lathatd, hogy a szalagon levé # jelek nem irhatoak feliil, ennek megfelelen az
automata csak az eredeti input altal elfoglalt teriiletet hasznalhatja szamolasra.

67. Tétel. A linearisan korlatozott automatakkal elfogadott nyelvek osztilya megegyezik a
kornyezetfiiggd nyelvek osztalyaval.

A bizonyitas Gtletét roviden mutatjuk be: Ha egy nyelv kdrnyezetfiiggd, akkor monoton nyelvtannal
generalhatd, vagyis a mondatforma hossza a levezetés egyik 1épésében sem haladja meg a levezett sz6
hosszat. Az adott nyelvtan alapjan megszerkeszthet6 egy olyan linearisan korlatozott automata, amely
éppen a szabalyok alkalmazasat szimulalja visszafelé. Ha adott egy linearisan korlatozott automata,
akkor készithet6 egy olyan analitikus nyelvtan, amely pont az automatat szimulalja, a nemterminalis
éppen a fej helyét jeloli, és tarolja az aktualis allapotot. Ez alapjan a dualis, generativ nyelvtan is
elkészithet6, ami monoton. Q.E.D.

Itt jegyezzik meg, hogy a nemdeterminisztikus linearisan korlatozott automata az amely a
kornyezetfliiggé nyelvosztaly elfogadasara alkalmas, az pedig, hogy a determinisztikus linearisan
korlatozott automatak altal felismert nyelvek osztalya valddi részhalmaza-e ennek egy e jegyzet
megirasa idején is fennall6 nevezetes megoldatlan probléma.

Igazolhatd, hogy az ismertetett modellel ekvivalensek, vagyis ugyanezt a nyelvosztalyt fogadjak
el azok a linearisan korlatozott automatak, ahol az automatanak egy eldre rogzitett & konstansszor
annyi szalagpozicio (tarhely) all rendelkezésre mtikddése soran, mint az input hossza (lasd Tarhely
tétel [227]). Tovabba az is ismert (Savitch tétele (ejtsd: szévics)), hogy determinisztikus
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automataval, négyzetesen korlatolt tarral (vagyis, ahol az inputsz6 hosszadnak négyzetével aranyos a
megengedetten felhasznalhato szalagtertilet) minden kornyezetfiiggd nyelv felismerhetd.

8.7. A kornyezetfiiggo nyelvek tulajdonsagai

A kornyezetfliggd nyelvek halmaza tartalmaz tobb olyan nyelvet is, amely nem tesz eleget a
konstansndvekmény elvének: pl.:{a” | p primszam}, {ak | k négyzetszam } vagy lak | k=2’

valamely i természetes szamra }. A kdrnyezetfliggé nyelvek osztalydban szerepld nyelvekre igy nincs
altalanos pumpald/iteracios lemma.

8.7.1. A szoprobléma

A kornyezetfliggd nyelvekre a szoprobléma eldonthetd, vagyis meg lehet adni olyan algoritmust,
ami véges id0 alatt eldonti, hogy egy adott szo szerepel-e az adott monoton nyelvtan altal
generalt nyelvben. Mivel a mondatforma hossza egy levezetés soran nem csokkenhet, adott hosszig
generalhato, és igy felsorolhaté az dsszes generalhaté mondatforma. fgy ha az adott w sz6 hossza n,
akkor n+ 1 hosszig felsorolva (levezetve) az dsszes levezethetd szot eldonthetd, hogy w eleme-e a
generalt nyelvnek, formalisan tehat:

68. Tétel. Barmely G=(N, T, S, H) kdrnyezetfiiggé grammatikéarol és tetszéleges we T szorol
eldonthetd, hogy w € I(G) fennall-e.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy tetszdleges 1- tipusi G=(N, T, S, H) nyelvtan esetén az esetleges
S — A szabalytdl eltekintve minden egyes szabaly baloldalanak hossza legfeljebb akkora mint a
jobboldalé. Raadasul, tekintettel arra, hogy az S — A szabaly fellépésekor S nem fordulhat el egyetlen
szabaly jobboldalan sem, minden olyan esetben, amikor egy S= W ;= ... = W,=>w levezetés
elsé 1épésében nem az S — A szabalyt alkalmazzuk, az S — A szabalyt egyetlen tovabbi Iépésben
sem tudjuk alkalmazni. Tehat egy S= W= ... = W,=w levezetés vagy S = 1 alaku, vagy pedig

ISI<Iw l< ... <IW,|<|wl fenn fog allni. Tehét a levezetés egyetlen 1épése sem eredményezhet [w|-

nél hosszabb (N U T)' - beli sz6t (mondatformat). Nyilvanvald, hogy ha egy sz6 G - ben levezethetd,
akkor levezethetd oly modon, hogy a levezetés soran nincs ismétlédé mondatforma. Képletben,
ha (S=)Wy=> W= ... > W,=>w mellett W;= W ; telesiil valamely 0<i< j<¢ parra (a levezetés
utolso 1épéseként adodod T - beli sz6 a levezetés definicidja értelmében nem ismétlédhet), akkor
S=Wy=>..=>W> W= ... > W,;=>wis fenndll (ahol j=7eseténa W ;1= ... = W, 1épések
értelemszeriien elmaradnak). Az ilyen ismétlédéseket nem tartalmazéd levezetések szama véges.
Nevezetesen, (eltekintve az egy 1épéses S = 1 esettél) nem nagyobb mint a N U T abécé feletti, [w|-
[w]
nél nem hosszabb szavakbol allé ismétlodés nélkiili szosorozatok hossza, vagyis Z |N U Tli Vagyis,
=1
ha el akarjuk donteni a w € L(G) kérdést, w= A esetén meg kell vizsgalnunk, hogy S — A szerepel-
e a szabalyok kozott, w# A esetén pedig meg kell vizsgalnunk azt, hogy az ismétlédés nélkiili, [w|-
[w]
nél hosszabb szavakat nem tartalmazo (véges sok, Z |N U T|i- nal nem nagyobb szdmu) levezetések
=1
k&zt van-e olyan, melynek az utolsé 1épéseként w adodik. Haigen, w € L(G), kiilénben pedig w & L(G).
Ezzel bizonyitasunk végéhez értiink. Q.E.D.

Itt hivjuk fel a figyelmet, hogy a rekurzio-mentes normalformaju nyelvtanok esetén eleve kizarhato,
hogy ismétlédé mondatforma Iépjen fel egy levezetés soran. Ha a lehetséges levezetéseket a
mesterséges intelligencidban allapottér grafnak nevezett graffal reprezentaljuk, akkor a rekurzio-
mentes normalforma esetén a graf tehat kormentes lesz, igy akar egy visszalépéses keresd, aminek
Iépésszamkorlatja a mondatforma hosszanak fiiggvénye, is képes a szdprobléma eldontésére. A
szoproblémara a kornyezetfliggd esetben nincs (nem ismert) hatékony algoritmus, a probléma,
hogy tetszdleges kdrnyezetfiiggd nyelvet generald (akar valamely ismertetett normalformaban levd)
nyelvtan general-e egy adott szot altalanosan PSPACE-teljes probléma (vagyis hidba elég legfeljebb
négyzetes tar a determinisztikus, illetve linedris tar a nemdeterminisztikus esetben, a probléma a
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legbonyolultabb problémak kozt van, melyek megoldasahoz polinomialis tarra van sziikség (lasd
Bonyolultsagi osztalyok)).

8.7.2. Zartsagi tulajdonsagok

69. Tétel. A kornyezetfiiggd nyelvek osztalya zart a regularis miveletekre.

Bizonyitas. Konstruktiv: legyen adott L, és L, kdrnyezetfiiggé nyelvek. Legyen adva (N}, T, S}, H )
és (N, T, S,, H,) két Kuroda normalformaji nyelvtan, amely L, és L, iiresszomentes részét generalja,
ahol N | és N, diszjunktak.

Konstrudljuk meg a (N|U N, U{S}, T, S, H) nyelvtant, ahol S j szimbolum, nem szerepel sem N,
sem N, elemei kozt, H pedig a kovetkezoképpen definialt: H =H U H,U{S — S, S — S}, illetve
legyen S — A benne a H - ban pontosan akkor ha az L; és L, nyelvek legalabb egyike tartalmazza

éppen L és L, unidjat generalja.

Tekintsiik most a (N; U N, U{S}, T, S, H) nyelvtant, ahol S 4j szimb6lum, nem szerepel sem N, sem
N, elemei kozt, H pedig a kdvetkezOképpen definialt:

H=HUH,U{5§—S5,S,}, ha sem L, sem L, nem tartalmazza az iires szot,
H=H|UH,U{§— 5,5, S — S} ha L, tartalmazza az iires szot, de L, nem,
H=H|UH,U{§ —§,S,, S — S, ha L, tartalmazza az iires sz6t és L, nem,

H=HUH,U{§—S,S,,5—S8,,S—S, S — A haaz L, é L, nyelvek mindegyike tartalmazza az
iires szot.

sy

(N, T, S,, H,) két Kuroda normalforméji nyelvtan, amelyek L iiresszomentes részét generaljék, ahol
N, és N, diszjunktak.

Tekintsik most a (N YN, U {S,8%, T,S,H)  nyelvtant, ahol S ¢é §' U
szimbolumok, egyikik  sem szerepel sem N, sem N, elemei  kozt,
és H=H\UH,U{S > 1L S—>S5,5—5,55, 555,55 —>5,5—8,5,5—55,5% Az igy
megkonstrualt nyelvtan monoton és az L* nyelvet generalja. Q.E.D.

70. Tétel. A kornyezetfiiggd nyelvek osztalya zart a halmazmiiveletekre: az unié miiveleten kiviil a
metszet és komplementer miiveletekre nézve is.

8.8. Novekvo kornyezetfiiggé nyelvek

E fejezetben végezetiil a kdrnyezetfliggd nyelvek egy specialis osztalyat mutatjuk be.

Novekvé kornyezetfiiggd (GCS: Growing Context-Sensitive) egy G=(N, T, S, H) nyelvtan, ha S nem
szerepelhet egyetlen szabaly jobb oldaldn sem, és ha minden (nem S — p alaka, ahol p€(NUT ) )
szabalyara teljesiil, hogy ha p — g € H, akkor|pl<|qgl

8.13. példa - Egy novekvo kornyezetfiiggé nyelv

Legyen G=(US,4,B F,H, I, L, a}, S,\S > a, S — aa, S — aaaa, S — FHAL FH — FBH,
BHA— BBBH,BHL — BBIL, IL— IAL, BIA— [AAA, FBI — FHAA, FH — aaH, aH A — aaaH,

aHL — aaaa, IL— laa, Bla— laaa, FBa — aaaa}). Ez a nyelvtan ndvekvd kornyezetfliggd és
pontosan azokat a szavakat generalja az {a} egybetiis dbécé felett, amelyek hossza a 2 - nek valamilyen
egész kitevos hatvanya. Ez a nyelv koztudottan nem tesz eleget a konstansndvekmény tulajdonsagnak.

O
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A novekvd kornyezetfiiggd nyelvek osztalya szigortian részhalmaza a kornyezetfliiggd nyelvek
osztalyanak, ezekre a nyelvekre a szoprobléma determinisztikus polinomialis idoben eldonthetd.
A novekvd kornyezetfiiggd nyelvek osztdlya halmazelméleti szempontbdl nem Osszemérhetd a
permutécios nyelvekkel.

8.9. Irodalmi megjegyzések

A Kuroda normalforma bevezetése [Kuroda 1964]-ben jelent meg. A kdrnyezetfiiggd egyéb
normalformékkal kapcsolatos eredmények nagy része az 1970-es évekbdl szarmazik: a Cremers-féle
normalforma [Cremers 1973], a Penttonen-féle [Penttonen 1974] jelent meg. A Révész-féle egyoldali
normalforma megtalalhat6 [Révész 1983,1989] kdnyvekben. A rekurzidmentes normalforma [Nagy,
Varga 2009]-ben jelent meg. A levezetési fak és a legbaloldalibb levezetés [Nagy 2006b, 2010b],
az arnyékveremautomata bevezetése pedig [Nagy 2006¢c, 2010c] cikkekben tortént. A linearisan
korlatozott automata bevezetése és annak bizonyitasa, hogy éppen a kdrnyezetfiiggd nyelvosztalyt
tudjak elfogadni szintén [Kuroda 1964]-ben jelent meg. A permutacios nyelvekkel kapcsolatos
eredmények [Mikinen 1985], [Nagy 2009a] jelentek meg. Annak a bizonyitasa, hogy a 3 hosszisagu
permutécios szabalyokkal tobb nyelv generalhatd, mint a csak 2 hosszusaguakat felhasznalva [Nagy
2010a]-ban talalhat6. A permutacios és regularis nyelvek metszeteként el6allo nyelveket vizsgalja a
[Nagy 2009b, 2011a]. A ndvekvd kdrnyezetfiiggd nyelvekkel kapcsolatos eredményeket pl. [Buntrock,
Otto 1995] tartalmaz.

208



9. fejezet - Rekurzivan felsorolhato
nyelvek és Turing-gépek

Ebben a fejezetben a mondatszerkezetli nyelvtanok altal generalt nyelvosztalyt fogjuk megvizsgalni,
vagyis azon nyelvek osztalyat, amelyek generativ nyelvtannal generalhatoak.

A mondatszerkezetli nyelvtanok esetén a levezetéseket graffal tudjuk szemléltetni hasonldan a
kornyezetfliggd, illetve a monoton esethez. Ezeket a tovabbiakban nem részletezziik. Megjegyezziik
viszont, hogy a graf kinézete specidlis lehet, ha kiilonb6z6 normalformat kdveteliink meg a nyelvtantol.

A fejezetben, ahogy a cimben is szerepel, kozponti szerepet jatszik a Turing-gép fogalma.

9.1. A Turing-gép

A Turing-gép (TM: Turing Machine) fogalmat Alan Turing (ejtsd: tyuring) vezette be bizonyos
automatikusan végrehajthatd szamitasok tanulmanyozasara 1936-ban, joval az els6 programvezérlésti
elektronikus szamitogépek megjelenése eldtt. Egyszertisége ellenére a Turing-gép elég jo modellnek
bizonyult bizonyos szamitégépekkel kapcsolatos vizsgalatokban, igy példaul a szamitogépek
szamitasi kapacitasanak elvi korlatai kutatasaban.

A Turing-gép egy potencidlisan végtelen szalagmemoriaval és egy iro-olvaso fejjel ellatott véges
automata. A szalagmemoria poziciokra van osztva, s minden egyes pozicié mint memoria-egység
az ugynevezett szalagabécé pontosan egy betlijének tarolasara képes. Kezdetben a Turing-gép egy
specifikalt kezddéallapotaban van, s a szalagon egy véges hosszlsagu input szo helyezkedik el.
Az eddig targyalt automatdkhoz hasonldéan ez a modell is szekvencialis mitkodésti. Miikodésének
kezdetekor a Turing-gép ir6-olvasé feje az input sz6 elsé betiijén all. Az inputt sz6 eldtti €s utani
(végtelen sok) szalagpozicid egy specialis betlivel, a szokozzel (iires bettivel) van feltoltve, ami nem
tévesztendd Ossze az lires szoval. Tobbek kozott azért is, hogy az input sz6 elkiilonithetd lehessen a
szalag tobbi részén tarolt mindkét iranyban végtelen szamu szokoztol, feltételezziik, hogy az input
sz6 utolso betiije nem lehet sz0k6z. Az input szo6 tehat az ir6-olvasoé fej alatti betiit6l (jobbra haladva)
tart a szalag utols6 nem iires betiijéig. Specialisan, iires input sz0 is elképzelhetd. Ez esetben a szalag
minden egyes pozicidja szokozzel van feltdltve, és az ir6-olvaso fej ezek egyikére mutat. (Utolsod
sz0kozt0] kiilonbozo betii pedig ekkor értelemszertien nincs.) A Turing-gép diszkrét idoskala mentén,
elkiilonitett idopillanatokban hajt végre egy-egy elemi miiveletet, mely az ir6-olvasé fej alatti betii
olvasdsabdl, ezen betl feliilirasabol, a belso allapot valtoztatasabol, s az ir6-olvasé fej egy pozicidval
val6 balra avagy jobbra mozgatasabol, vagy éppen a fej helybenhagyasabol all. Amennyiben a Turing-
gép eljut egy végallapotba, megall.
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Formalisan, a Turing-gép egy TM =(Q, T, V, iy #,d, F) rendezett hetes, ahol Q a gép belsé
dllapotainak (véges) halmaza, q, € O a kezdd adallapot, V a szalagabécé, TSV az inputabécé

# €(W\T)a sz6kiz beti, F < Q a végdllapotok halmaza, d: Q x V — 20V *BalJobbHelyben} ;o

mozgdsfiiggvénye, mint szoksos, 22V BalJobbHelybens i51i 2 O x ¥ x {Bal, J obb, Helyben} halmaz
Osszes részhalmazainak halmazat.

Ha tehat a TM Turing-gép egy g € QO allapotaban van és az ir6-olvaso fej alatt valamely a€ V" jel
all, akkor - ha d(g, @) nem iires - a d(g, a)- beli harmasok egyike szolgaltatja a gép operacié utani 0
allapotat, a szalagjelet feliiliré szimbolumot (mely nem feltétlen kiilonb6z6 a feliilirt szimbolumtol),
illetve az elmozdulas iranyat. Ha d(q, a) = @, azt ugy interpretaljuk, hogy ha a gép a ¢ allapotban az
ir6-olvaso fej alatt az a betlit talalja, tovabbi miikodését felfiiggeszti (megall).

Megjegyezziik, hogy bar a gép szalagjat mindkét iranyban végtelennek tekintjilk, mindig csak véges
sok # - tol kiilonbozo jel lehet rajta.

Vegylik észre, hogy a kornyezetfiiggd nyelveknél definialt s targyalt linearisan korlatozott automata
(lasd LBA), tulajdonképpen a Turing-gép egy olyan valtozata, ahol a szamitasra fordithatd
szalagteriilet az input altal lefoglalt teriiletre korlatozodik. Ily médon a szamitas bonyolultsaga van
korlatozva (lasd Bonyolultsagi osztalyok).

Az egyszeriibb irasmod kedvéért a tovabbiakban fel fogjuk tételezni azt az egyébként megfeleld
irasmoddal elérhetd, am jelentéktelen megszoritast, hogy QN V = . Egy pillanatnyi konfigurdcio
(u, ¢, av) alaka, ahol a€ V UL}, u,vEV", g€Qésue V" esetén u nem kezd8dhet, vE V™ esetén
pedig v nem végzddhet szokodzzel. (Természetesen u= A, v= A, uv =4 barmelyike eléfordulhat.) Az
(u, g, av) konfiguracié azt jelenti, hogy a gép ¢ belsd allapotban van, mikdzben a feje éppen egy a jel
felett all, mikozben a szalag "értelmes tartalma" éppen uav, vagyis a szalagon u all a fejtol balra és v
jobbra (természetesen a bevezetd, illetve folytatd szokoz jeleket nem szamitva).

Ha 9=4q, és u=A akkor kezdo konfiguraciorol, ha pedig g€ F, akkor végkonfigurdciorol
beszéliink. (Sok esetben nem is szoktak elkiiloniteni a Turing-gép végallapotait a tobbi allapottol.
Ilyenkor végkonfiguracié alatt azokat a (i, ¢, av), konfiguraciokat szokas érteni, ahol d(g, @)= &.
Ilyenkor a szamitds "eredménye" a szalagrol olvashat6 le a megallaskor.) Amennyiben valamely

(u, q,av), q € Q\F pillanatnyi konfiguracio esetén {(g, a, Helyben)} = d(q, a), akkor azt mondjuk, hogy
a TM Turing-gép a tekintett pillanatnyi konfiguracioban egyszerii végtelen ciklusba esik.
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Minden egyes W =(ub, ¢, av),q€ Q,u,vE V", a€V,b€(V'\{#})U{}} pillanatnyi konfiguricidhoz
(aholhaub # /, akkor ub nem kezdddhet, ha pedig v # 4, akkor av nem végzddhet szokodzzel) rendeljiik
hozza a kovetkezOképp definialt () kifejezést.

(W)= ubgav, haa beV \{#}
ubq #, habeV,a=#,v=41
# qav, haub=14a€V\{#}
#aqt, haub=v=Aa= #.

Vilagos, hogy ez a hozzarendelés koélcsondsen egyértelmii. Mondjuk azt, hogy a W, pillanatnyi
konfiguraciobol a W, pillanatnyi konfiguracidé ( TM- ben) kozvetleniil (vagy egy lépésben)
levezethetd (jelekben W t-r1,/W, vagy ha egyértelmli mely TM géprdl van szo, egyszeriibben
W= W,), ha W,=(ub, g, av) esetén a kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil.

) Wy=, q', bav) és (g, a', Bal) € d(g, a),
() W, =(uba', ¢',v) és (¢, a', Jobb) € d(q, @),
(1) W, =(ub, ¢, a'v) és (q', a', Helyben) € d(g, a).

A W pillanatnyi konfiguraciobol a W' pillanatnyi konfiguracié (a TM-ben) levezethets (jelekben
Wry W', vagy roviden WHW'), ha van a pillanatnyi konfiguracioknak olyan W, ..., W,
sorozata, hogy W;= W, i=0, ..., n-1mellett W,=W, W, = W' Specidlisan, minden W pillanatnyi
konfiguraciora feltessziik W W fennallasat. Szokasosan, ha ki akarjuk hangstalyozni, hogy W W'
és W # W', hasznaljuk a W =W jelolést is. A TM Turing gép éltal elfogadott nyelven értjiik az

UTM)=twe T*|(, g, w)=*W, W végkonfiguracio }
nyelvet.

11. Megjegyzés. leldlie Cry, a TM=(Q,T,V, 4y #,d F) Turing-gép Osszes pillanatnyi
konfiguracidinak halmazat. Vegytiik észre, hogy a fentiekben tekintett 7M Turing-gép altal elfogadott
nyelv egybeesik a kdvetkezé G nyelvtan 4ltal elfogadott nyelvvel: G=(Q, T, 4y H), ahol H=H,UH,

és Hy={qg— AlqEF}, Hy={bga— oW)|g€Q, b,ac (W \{# DU, W e Cqy,, (b, g, - W

Tekintsiink egy TM=(Q, T, V, gy #.4d, F) és egy TM'=(Q\ T, V", g, #'.d, F") Turing-gépet.
Akkor mondjuk, hogy TM izomorf TM'- vel, ha az allapotok és a szalagabécé betiiinek alkalmas
kolcsonosen egyértelmi atjelolésével a két gép meg fog egyezni. Formalisan, ha létezik olyan
2% 00— Q'és % V — V' kolesondsen egyértelmil leképezés-par, hogy fennallnak a kovetkezok:

(i) ¢(q) =gy, o,(#) = #";
(i1) minden g € Q- ra g € F akkor és csak akkor ha (pl(q) EF

(iii) valahanyszor (p, b, Irany ) E€dlg, ), mindannyiszor (¢ (p), ¢,(b), Irany )€ d'(p(q), p,(a)) és
viszont.

Ervényes a kovetkez tétel:

71. Tétel. A mondatszerkezetii nyelvek osztalya egybeesik a Turing gépek altal elfogadott nyelvek
osztalyaval.

Amennyiben a mozgésfiiggvény képhalmaza a Q x V x{Bal, Jobb, Helyben} halmaz (és nem annak
részhalmazainak halmaza), akkor determinisztikus Turing géprol beszéliink, és érvényes a kovetkezd
tétel.
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72. Tétel. A determinisztikus Turing gépek altal elfogadott nyelvek osztialya egybeesik a
nemdeterminisztikus Turing gépek altal elfogadott nyelvek osztalyaval.

A Turing-gépeknek tobb valtozata is ismert, most ezek koziil mutatunk be néhanyat.

Van olyan definicio, ahol a fej a {Bal, Jobb} irdnyokba léphet, és nem maradhat helyben. Belathato,
hogy egy ilyen Turing-gép szimulalni tudja az eddigiekben ismertetett valtozatnak a fejet helyben
hagyd 1épéseit is: pl. egyet balra Iép a fej, és egy olyan allapotba kertiil az automata, amiben barmit is
olvas a szalagon, azt nem valtoztatja meg, viszont jobbra visszalép és az eredeti automata allapotanak
megfeleleld allapotba keriil.

Ugyancsak szokasos a csak egyirdnyban végtelen szalagu Turing-gép hasznalata, amelyik szintén
rajon, hogy erre nem mehet tovabb a fej. Ekkor egy olyan specialis allapotba keriil, aminek hatasara
jobbra lép, eldszor leirja azt a jelet, ami eredetileg a specialis szimbolum helyére irt volna (ha a szalag
mindkétiranyban végtelen lenne), majd az itt olvasott karaktert eggyel jobbra, és igy tovabb, vagyis a
szalag teljes (értelmes) tartalmat eggyel jobbra masolja, ezutan (észlelve a felhasznalt tarteriilet jobb
sz¢élét), a fej vissza mozog a baloldalra, aholis a gép folytatja az eredetileg tervezett szamitasat.

Sokszor az egyszeriibb leiras kedvéért tobbszalagos Turing-gépet hasznalunk:

™= O, T, V, 9y #,d,F) k- szalagos Turing-gép, ahol kEN természetes szam,
ennyi szalagja van a Turing-gépnek; és a d atmenetfiiggvény alakja a kovetkezo:

k
d:Qx vk ox vk x{Bal, Jobb, Helyben} .

Mikddését tekintve a tobbszalagos Turing-gép egy 1€épésben olvashat/irhat egyszerre tobb szalagra is.
Kezdd konfiguracidoban az egyik szalagon (input-szalag) van a feldolgozand6 adat, a tobbi szalag pedig
iires. Tobbszalagos gépek esetén szokas egy szalagot az outputnak is fenntartani, ekkor a szamitas
végén azon a szalagon olvashat6 az eredmény, illetve sokszor az input szalag csak olvashato.

Minden tobbszalagos Turing-gép milkddése szimuldlhatdo egyszalagos Turing-géppel, vagyis
egyszalagos Turing-gép is el tudja végezni azt a szamitast amit egy tobbszalagos Turing-gép.

Megkiilonboztethetiink kiszamito és eldontd Turing-gépeket a kdvetkezd definicié alapjan.

Amennyiben a Turing-gép célja adott fliggvény kiszamitdsa a megadott bemend értékekkel, akkor
a gép a megallasakor az (output)szalagon a megfelelé eredményt hagyja. Ezzel szemben vannak
olyan szamitasok, amikor a valaszt egy igen-nem kérdésre keressiik, ezesetben eldont6 Turing-géprol
beszéliink. Az eldontd Turing-gépekkel lehet pl. egy L nyelvet elfogadtatni a kovetkezOképpen:
bemenet egy wE T™ sz, a Turing-gép szamitasanak eredménye pontosan akkor "igen" ha weE L
teljesiil. (Ugyanez a hatas érhet6 el, ha csak akkor engedjiik végallapotba jutni a gépet, ha elfogad.)

A kovetkezo abran egy kétszalagos Turing-gép vazlata lathato.
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TUEIMNG-
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vezmérld
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A tovéabbiakban, ha mast nem mondunk, Turing-gép alatt determinisztikus Turing-gépet értiink. A
példakban a fej mozgasat jelent6 szavakat azok kezd6betlivel roviditjik.
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9.1. példa - Turing gépek 1.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az {a,b} feletti tiikdrszavakat ismeri fel!

Megoldas:

Allapodjunk meg abban, hogy a kezd6 konfiguracioban az input sz6 elsé betiijén all az ird/olvaso fej,
¢s az input sz6 el6tt és utan "#" van.

Ha a Turing gép g; allapotban -t olvas, v-t ir, atmegy g; allapotba és m irdnyba tovabb lépteti a fejet, azaz

(gj,vm)
S

d(q; 1), akkor jeloljiik ezt (g;2,v,q;,m) 6tossel! A fej mozgasanak
iranyat pedig annak kezdébettjével roviditjik.

Legyen a 7=({90.91.92.93.94.95.9a} -{a.b}. {a.b,#},40.#0,{¢4}), ahol & a kovetkezd:
(g0,a,#q1,J) Ha az els6 betii a, akkor g; allapotba megy a gép

(q0,b,#.q»,J) Ha az els6 betii b, akkor g, allapotba megy a gép
(g0, # #.q4J) Ha az els6 betii # (az iiressz6 van a szalagon), akkor g, allapotba megy a gép

(qra.a,91.J)
(91..b,91,J)
(q1,##q3,B) Végig megy a gép az input szon, majd annak utolso betiijére all g3 allapottal

(q2.a.a.91.J)

(q2.b.b.91.)

(g2, ##q4,B) Végig megy a gép az INPUT sz6n, majd annak utols6 betiijére all ¢4 allapottal
(¢3,a,#q5,B) Ha az utolso betii a, akkor tor6ljiik, €s mehet a gép a szo elejére g5 allapottal

(q4,b,#q5,B) Ha az utolso betii b, akkor tor6ljiik, és mehet a gép a szo elejére g5 allapottal

(93 ##4aB)
(g4, # #q,B) Ha az input sz6 paratlan hosszt volt, akkor elfogadjuk

(gs.a.a,95,B)
(¢50.b,95.B)
(g5, ##q0,J) Ujra a sz6 elejére és a kezddallapotba megyiink!

A tiikorszavakat felismerd Turing-gépet miikodés kozben mutatja a kovetkez6 abra:
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Tukorszavak

# # | b|b|b|H# #

A Turing gép az {a, b} feletti tiikorszavakat ismeri fel.

T = ({90, 91, 92, 93,94, G5, Ga}, {2, b}, {a, b, #}, 90, #,9,{qa})
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9.2. példa - Turing gépek 2.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az L:{Azn | >0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

Ezt a feladatot mas oldalrél kozelitjiik meg, mint elsore az logikusnak tiinne!

Els6 korben az A-k szamat abrazoljuk binaris formaban, majd megnézziik,

hogy a kapott szam csak 1 darab 1-es szamjegyet és utana esetleg 0-kat tartalmaz-e.
7=({90.91.92.93.94.9a},14},{4,X,0,1,#},q0,#.0,{¢4}), ahol 6 a kovetkezo:

(90,4,X,q1,B) Az els6 A-t atirjuk X-re, majd eggyel balra 1épilink

(q1.#1,92.))
(91.0,1,2.J)
(¢1,1,0,q1,B) A legbaloldalabbi X el6tti binaris szamot néveljiik 1-gyel, majd ¢, allapotba megyiink

(92.1.1.92,J)

(92.0,0,92,J)

(92.X.X,q2.))

(g2,4,4,q90,H) Megkeressiik a legbaloldalabbi 4-t, majd atmegyiink a kezdéallapotba

(g2, # #¢3,B) Nincs tobb 4, a fejtd] balra csak X-ek és egy binaris szamunk van. Atmegy a gép g3 allapotba.
(q3.X.#.¢3,B) Toroljiik az X-eket

(¢3,0,0,¢43,B) A 0-kon atmegyiink g3 allapottal

(¢3,1,1,q4,B) Ha egy 1-est talalunk, atmegyiink g4-be

(g4, ##q4H) Ha az 1-es el6tt # van, akkor elfogadjuk a szét!
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9.3. példa - Turing gépek 3.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az L={a"b"c"| n>0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

Az elso a-t atirjuk 4A-va, majd mas allapotba megyiink, az els6 b-ig.

Az elsd b-t atirjuk B-vé, majd mas allapotba megylink, az elsé c-ig.

Az elsd c-t atirjuk C-vé, majd mas allapotba megyiink viiszafelé az elsé a-ig.

Az A,B,C betlikdn csak tovabb megyiink mindig.

Ha a végén csak # marad, akkor felismeri a gép a sz6t!

Legyen T5=({q0, 91, 92, 93, 9a},1a,b,c}, {a,b,c,A,B,C,#},q0,#,{q.}), ahol ¢ a kovetkezs:

(g0, # # qq B) tresszon allunk go-nal, akkor a beolvasott szot felismeri a gép
(g0, a, 4, q1, J) a legbaloldalibb a-t atirjuk A-va, és atmegyiink g;-be

(90. B. B, qo. J)
(g0, C, C, qo, J) a B és C betiikdn csak jobbra atmegyiink go-lal

(q1, a a, q1,J)
(g1, B, B, q1, J) az a-kon és a B-ken jobbra haladva atmegyiink az elsé b-ig

(g1, b, B, g2, J) a legbaloldalibb b-t atirjuk B-vé, és atmegyiink g,-be

(92, b, b, g2, J)
(g2, C, C, g2, J) a b-ken és a C-ken jobbra haladva atmegyiink az els6 c-ig

(g2, ¢, C, g3, B) alegbaloldalibb c-t atirjuk C-v¢, és atmegylink g3-ba, majd balra 1épiink egyet
(93 a, a, g3, B)

(93, b, b, g3, B)

(93, ¢ ¢ g3, B)

(93, B, B, q3, B)

(g3, C, C, g3, B) g3 allapottal elmegytiink a legbaloldalibb 4-ig, majd jobbra 1épiink 1-et

(g3, 4, 4, g0, J) az els6 A-t kdvetd karakteren allunk kezddallapotban.

Az L={a"b""| n>0} nyelvet felismerd Turing-gép miikddés kozben lathato:

217



Rekurzivan felsorolhato
nyelvek és Turing-gépek

aﬂbﬂcn

#|A a /B b|C|c|#

D

A Turing gép az L = {a"b"c" | n = 0} nyelv szavait ismeri fel.

T =({90,91,92,93,9a},{a,b,c},{a,b,c, A, B, C, #}, g0, #,9,{qa})-

O

9.4. példa - Turing gépek 4. feladat
Készitsiink olyan Turing-gépet, amely egy binaris szam kettes komplemensét allitja elo.

Megoldas:

Kettes komplemens

#10

(@)
—
—
(@)
RIS

®

A Turing gép az adott bindris szdm kettes komplemensét adja meg.

T = ({QO: qi, qv}: {O‘ 1} {O‘ 1: #} Q‘oy#: b {qv}):
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9.2. A Turing-gépek megallasi problémaja és az
algoritmikusan eldonthetetlen feladatosztalyok
kapcsolata

A matematikaban és az informatikaban gyakran foglalkozunk igen/nem problémaosztalyokkal, vagyis
olyan problémak osztalyaval, amelyeknél a megoldas mindig vagy "igen," vagy "nem." Ezeknél
azt vizsgaljuk, hogy létezik-e algoritmus (kiszamitasi mod) az illet osztaly Osszes problémajanak
megoldasara. Church tézise szerint egy Turing-géppel ekvivalens erejii szamitasi modellel, a parcialis
rekurziv fiiggvénnyel kiszamithato feladatok tekinthetok effektive kiszamithatonak. Ezek szerint a
Turing-gép a leheté legaltalanosabb szamitdsi eszkoz, azaz minden, ami effektive kiszamithato,
kiszamithato Turing-géppel is. Ez utdbbi atfogalmazast Church-Turing tézisnek is hivjak a
szakirodalomban. A Church tézist, miszerint az effektive kiszamithato fliggvények osztalya megegyezik
a parcialis rekurziv fliggvények osztalyaval, Alonzo Church fogalmazta meg 1936-ban. (Még azt is
hozzatette, hogy aki ezzel nem értene egyet, annak ez a tézis legyen kihivas.) Ezt a tézist, illetve
annak ekvivalens megfeleldit, igy a Church-Turing tézist is ma a szakemberek tobbsége elfogadja.
Tézisrol, tehat egy olyan nem bizonyitott allitdsrol van sz, melynek igazolasa formalis matematikai
eszkozokkel nem lehetséges. Ervényességét a gyakorlat verifikalja.

A Church-Turing tézis értelmében egy igen/nem problémaosztalyt megoldhatonak hivjuk, ha 1étezik
olyan rogzitett algoritmus (Turing-gép), mely az osztaly tetszdleges problémaja mint bemend adat
esetén eredményként megadja a helyes "igen" vagy "nem" valaszt. 1936-ban Turing azt az akkor
meglepd eredményt kapta, hogy 1étezik ebben az értelemben megoldhatatlan feladatosztaly. Az eredeti
bizonyitas helyett mi Minsky 1967-ben adott bizonyitasat targyaljuk.

Akkor mondjuk, hogy egy Turing-gép valamely input szo hatdsara megdll, ha az input sz6 eleme
a tekintett Turing-gép altal felismert nyelvnek, azaz az input széhoz tartozé kezdd konfiguraciobol
kiindulva eljut egy végkonfiguracioba. Mondjuk azt, hogy a Turing-gépek megdllasi problémdja
megoldhato, ha létezik olyan TM' Turing-gép, melynek egy alkalmas kodolasi algoritmussal egy
tetszOleges TM Turing-gép leirdsat és az TM gép egy w input szavanak kodolt alakjat input
szoként megadva megdll, s megéllva az TM' szalagjdn olyan szé keletkezik, melyre alkalmas
dekodolési eljarast alkalmazva egyértelmiien megallapithatd, hogy w € Ly, avagy sem. Mas szdval,
egyértelmiien megallapithato, hogy a leirt 7M Turing-gép a kérdéses w sz6 mint input sz6 hatasara el
tud-e jutni egy végkonfiguracioba, avagy sem. Ha ilyen TM' Turing-gép nem létezik, akkor mondjuk
azt, hogy a Turing-gépek megallasi problémaja megoldhatatlan.

73. Tétel. (Turing tétel) A Turing-gépek megallasi probléméja megoldhatatlan.

Bizonyitas. Elészor eltekintlink a bekodolas kérdésének vizsgalatatol, s feltessziik, hogy 1étezik olyan
altalanos kodolasi algoritmus, mely tetszéleges 7M Turing-gép és annak w input szava esetén megad a

gép egy (T M) leirasat és a w altal meghatarozott alkalmas ((((T'M), w) kédolt alakot mint egy rdgzitett
abécé feletti szot.

A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy létezik olyan TM' Turing-gép, mely a /(T M), w) szt input
szoként megkapva

(a) megall és ekkor az "IGEN" valasz kodolt alakja olvashato a szalagjan, ha 7M megall a w inputra,

(b) megall és ekkor a "NEM" valasz kodolt alakja olvashato a szalagjan, ha 7M nem all meg a w
inputra.

Ha TM" 1étezik, megszerkeszthetd az a TM" Turing-gép, mely az (T M) input sz6 hatasara eldallitja
a dl(TM), (TM)) input szét,

majd ezutdn erre az input szoéra a TM' Turing-gép miikddését utdnozza egyetlen modositassal:
valahanyszor a TM'igen megallast ér el, a TM" gép egyszert végtelen ciklusba esik. Figyelembe véve
a TM' eredeti viselkedését, kapjuk:
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TM"az (TM") input sz6 hatdsara pontosan akkor all meg, ha TM" a (T M") input sz6 hatasara nem 4ll
meg. Ez nyilvanval6 ellentmondas, amivel (feltételezve, hogy 1étezik az univerzalis kodolasi eljaras,)
a tétel igazolast nyert. Q.E.D.

74. Tétel. Létezik univerzalis algoritmus, mely izomorfizmustél eltekintve egyértelmiien megadja
barmely Turing-gép és annak input szava leirasat.

Bizonyitas. A bizonyitas soran alkalmazott meggondolast Gddel-szamozasnak, a kodolt alakot
pedig a Turing-gép Godel szamanak hivjuk. Megjegyezziik, hogy ismeretesek ezen modszernél
joval hatékonyabb univerzalis kodolasi modszerek is. (Az ismertetett modszert Godel eredetileg
axiomarendszerek vizsgalatara hasznalta fel.)

Ismeretes, hogy minden természetes szam sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felirhaté primhatvany
tényezds alakba (azaz paronként kiillonbozd primszamok hatvanyainak szorzataként). Ezt a tényt

fogjuk felhasznalni. Tekintsiink egy 7M =(Q, T, V, q, #, d, F) Turing-gépet, s legyen ¢, ....q
az allapotok egy olyan (kezd¢ allapottal kezd6dd) felsorolasa, ahol alkalmas 0 <k <m-1 mellett
{qo, ces qk} = Q\F . Jelolje tovabba ay, ..., a, a szalagdbécé betliinek egy felsorolasat, s végiil legyen

Dy=(qyay, ..., Dy 1=(q,, @) Diiy =(q @), .., Dogsy = (g @), .., Dyayy =g, a).

(Megtessziik azt a nem til 1ényeges megjegyzést, hogy a Ay =>4, és az ay, ..., ay felsorolasok mar
egyértelmiien meghatarozzak a D), ..., D,y felsorolast. Utobbi alkalmazésat csupan a modszer
konnyebb megértése kedvéért vezettiik be.)

Képezziik az TM Turing-géphez és ezekhez az elrendezésekhez a

LU B L T L T e e S 0 VI (2 L 2R )
Sy =23 3T 3 Pogervit Ptierviz Pt

(tetszlegesen rogzitett szdmrendszerbeli, példaul tizes szdmrendszerbeli) természetes szamot, aholis
2 hatvanya az allapotok szamadt, 3 hatvanya a nem-végallapotok szamat, 5 hatvanya a szalagabécé
betliinek szamat jel6li, s minden tovébbi piH”i, P +2"i, P, +3Wi, i=1 ...,nlk+1) primhatviny-
harmas esetén, aholis alkalmas g E1g; ...,qk}(=Q\F), a €lay ..., ay mellett D;=(q,a,) all
fenn, (u; v, w;)=(0,0,0) ha d(qs, a,) nincs értelmezve, ha pedig d(qs, a,) értelmezve van, akkor
d(qs, a)= (qs » d;, Merre ) esetén u;=s'+1v,=t, tovabba, mondjuk, w;=1ha Merre=Bal, w;=2 ha
Merre=Jobb, illetve w; =3 ha Merre=Helyben. Az igy meghatarozott gruy szamot a TM Turing-gép
Godel-szamanak fogjuk hivni. Amennyiben a w input sz6 w=a;, ... aif alaku, a AU(TM), w) kodolt
alak legyen (a rogzitett szamrendszerbeli)

( ) )/

il
P Putgrira

természetes szam. Lathato, hogy a szoban forgo kodolas (izomorfizmustdl eltekintve) egyértelmil, s ha
anyert (T M), w) természetes szam példaul tizes szamrendszerben van megadva, akkor egy alkalmas
tizenegy bemend jeles gépnek inputként megadhaté (tizenegyedik bemend jel a szokoz jel). Q.E.D.

9.2.1. Univerzalis Turing-gép

Ebben a részben a Turing-gépeknek egy specialis fajtajaval, az un. univerzalis Turing-géppel fogunk
foglalkozni.

Az univerzalis Turing-gép tobbféleképpen is megadhatd, mi itt most az egyik ilyen megvalositast
mutatjuk be.

Az UTM Turing-gépet univerzalisnak nevezziik a Turing-gépek osztalyara nézve, ha minden TM
Turing-géphez van olyan v € T*, hogy minden s € T*- ra a TM futdsdnak eredménye az s inputon
megegyezik az UTM futdsanak eredményével a vX's inputon (ahol X € ¥\ T).
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A TM "programja" v (az UTM nyelvén), s pedig egy tetszéleges sz6. Ha TM az s inputot kapja, akkor
ugyanazt csinalja, mint UTM a v programmal az s- en.

Az univerzalis Turing-gép tulajdonképpen egy altalanos, elvont szamitégép, ami minden Turing-gépet
képes szimulalni, vagyis elvileg a programjanak megfelelden feldolgozni az input sz6t. Ez azt jelenti,
hogy van olyan gép, ami minden kiszamithat6 fliggvényt ki tud szdmolni.

Az aladbbiakban egy példat adunk az univerzalis Turing-gépre.

Tulajdonképpen a d atmenetfiiggvényt kell megadnunk ami a Q x V' véges értelmezési tartomanyon
és a O x V x{Bal, Jobb, Helyben} véges értékkészleten van értelmezve, illetve egy masik Turing-gép
leirasanak (program) kodolasat.

Legyen TM valamilyen Turing-gép, melynek » darab belsé allapota van, és a szalagabécéje m
betiit tartalmaz. Tegyiik fel, hogy TM-et kodolt formaban adtuk meg (jeldlje [TM] ezt a leirast).
A tovabbiakban vazlatosan ismertetjiik, hogy hogyan tudjuk modellezni TM miikddését egy UTM
univerzalis Turing-géppel. Tegyiik fel, hogy TM a v inputon (ennek kodja [v] ) dolgozik. El8szér azt
kell megadnunk, hogy adott [TM] és [v] esetén ezeket az informaciokat miképpen taroljuk az UTM
szalagjan (azaz mi lesz UTM kezddkonfiguracidja), majd pedig azt, hogy ezek hatdsara UTM hogyan
fog mikodni.

Jeloljiink ki a szalagon egy mez6t, és irjunk ebbe a mezdbe egy rogzitett X jelet a szalagabécébol.
A szalagnak a kivalasztott mezotdl jobbra eso felét harom részre osztjuk. Az elsé részt nevezziik
pufterteriiletnek; ez kozvetleniil az X jel utan kezdddik, legalabb n+ m+ 2 mezdt tartalmaz, és ezek
mindegyikébe 0 van irva. A pufferteriilettdl jobbra esd szalagrész legelsé mezdjébe egy Y jelet tesziink
a szalagabécébdl, utana beirjuk TM kodolt formajat, [TM]-et, harom 0-t téve a végére. A szalagnak
ezen részét nevezzilk TM kodolasi teriiletének. A harmadik rész a masodik részt6l jobbra helyezkedik
el. Az elsé mezdjébe egy rogzitett Z jelet frunk a szalagdbécébdl, majd a v bemeneti sz6 [v] kodolasa
kovetkezik. A szalagnak e harom részen kiviil esé mez6i (kezdetben) iiresek.

A pufferteriilet arra szolgal, hogy mialatt TM valamelyik 1épését szimulaljuk, ide masolhassuk TM
pillanatnyi belsé allapotanak, illetve az éppen leolvasott TM-beli szalagjelnek a kodjat. Az Y jel
altalaban az el6tt a rendezett 6tSs elott fog allni, amely azt hatarozza meg, hogy milyen bels6 allapotban
van TM, milyen szalagjelet olvasunk éppen, mivel kell ezeket kicserélni (11j allapot és uj szalagjel),
s ekdzben milyen irdnyban mozduljon el TM olvasofeje a szalagon. A Z jel az TM szalagjara felirt
jelek koziil jeloli ki azt, amelyiket éppen olvasunk.

Az UTM-ben lezajloé szamitasi folyamatot, mellyel a TM Turing-gép mikddését szimuldljuk az v
bemeneti szoval, olyan szakaszokra bonthatjuk, melyek sorra megfelelnek a TM egyes konfiguracioi
kozotti atmeneteknek.

Az UTM miikodésének egy ilyen szakasza az alabbi modon zajlik le. Az UTM univerzalis Turing-gép
elészor a pufferteriilet elejére masolja azt az 1-esekbdl allo blokkot, amely kdzvetleniil az ¥ jel utan
kovetkezik - nevezziik ezt Y - blokknak -, majd a végére odair még egy X jelet. Ezutan kitorli Y - t, és
jobbra haladva megkeresi a Z - t tartalmaz6 mezot. Amikor ezt megtalalta, akkor a Z utan kdvetkezd
1-esekbdl allo blokkot ( Z - blokkot) is atmasolja a pufferteriiletre az elobb beirt masodik X jel utan,
majd visszairja Y - t a TM kodolt leirasa, [TM] elé. gy a pufferteriiletre az aktudlis belsé allapot és a
szalagrol éppen beolvasott jel kodja kertilt. A kdvetkezo Iépésekben UTM az Y jel utan kovetkezo két
1-es blokkot hasonlitja 6ssze a pufferteriileten levokkel. Ezaltal azt ellendrzi, hogy a TM gép soron
kovetkezo konfiguracidatmenetét az a rendezett 6t0s hatarozza-e meg, amelynek kodja az Y jel utan
van leirva. Ha a blokkok megegyeznek, ez azt jelenti, hogy megtaldltuk a keresett 6tdst. Ha nem,
akkor UTM athelyezi az Y jelet a kovetkez6 rendezett 6tds kodolasa elé, majd ujrakezdi a blokkok
Osszehasonlitdsat. Abban az esetben, ha a TM leirasaban szerepld 6t6sok koziil egyik sem felel meg,
UTM leall a mitkodésével (az eredeti TM is ugyanezt tenné a v inputra). Ha viszont megtalaljuk a
keresett 6tost, akkor UTM kitorli a pufferteriiletet, majd az Y jelet atteszi az 6tosben szereplé harmadik
elem elé. Ezutan kicseréli a Z utan kovetkez6 blokkot az Y utani blokkal, majd Y - t jobbra mozditja
el a rendezett 6tds negyedik elem elé. Miutan UTM leolvasta ezt a negyedik elemet is, mely a TM
olvasofejének elmozdulési iranyat hatarozza meg, UTM 4tteszi a jelet az elem mogé, az 6tddik elem
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elé. Attol fiiggden, hogy a negyedik blokkban két vagy csak egy darab 1-est talalt-e, az UTM egy
blokkal jobbra vagy egy blokkal balra tolja el Z- t. Ha Z eredetileg a szalagsz6 bal szélén volt, és
TM-nek balra kellett 1épnie, akkor UTM a sz6 kodolasat jobbra tolja, és egy tires mez6 kodjelét irja
be a Z utan. Ha pedig Z a szalagszo jobb szélén allt, s jobbra kellene elmozgatni, akkor UTM a sz6
végeére irja egy lires mez6 kodjat. Amikor tehat mindezzel végeztiink, az Y jel utan allo 1-es blokk a
TM aktualis belsé allapotat jelzi, a Z utani blokk pedig azt a szalagjelet, amelyet TM-nek a kdvetkezo
Iépésben be kellene olvasnia. Minden készen all tehat arra, hogy a TM kdvetkez6 1épését szimulald
szakasz megkezdddhessen.

Az UTM miikddésének egyes szakaszai igy TM egy-egy 1épését modellezik. UTM ezeken kiviil még a
kovetkezoket hajtja végre: a munka legelején a szalag mindhdrom részében a 0-kat a sajat iires-jeleire
cseréli, a munka végeztével pedig, olyankor, amikor TM ledllna, UTM még ellenérzi, hogy TM-nek
veégallapota-e az az allapot, amelyben megallt, és ettdl fiiggden keriil sajat maga is végallapotba, ill.
nem végallapotba.

Minden Turing-gép miikodése szimulalhato olyan Turing-géppel, amiben a szalagabécé binaris, vagyis
Z={0, 1

Az Univerzalis Turing-gép létezése azt mutatja, hogy elvileg konstrualhato olyan szamitési eszkdz,
amely programozhat6 és mindent ki tud szamitani, ami kiszamithat6. A gyakorlati megvalosulas felé
a kovetkez6 1épés a Neumann elv, amit a kdvetkezd alfejezetben ismétliink at.

Az absztrakt szamitogép utan lassuk a valodi gépek milyen ezzel nagyon rokon elveken miikddnek.

9.2.1.1. A Neumann-elv

A hagyomanyos szamitégépek atyjanak tekinthetjiik Neumann Janost, aki sok mas tudoményos
tevékenysége mellett, a klasszikus szamitogépek miikddésének alapelveit is megadta.

Ezek az elvek, amelyeknek megfelelen épiilt a legtobb szamitogép, a kovetkezoek:

* A program legyen a bels6 memoriaban (tarolt program elve): A programot alkotd utasitasok
kifejezhetok szamokkal, azaz adatként kezelheték. Ezek a bels6 memoriaban tarolhatok, mint
barmelyik mas adat. Ezaltal a szamitégép Onalldéan képes miikodni, hiszen az adatokat és az
utasitasokat egyarant a memoriabol veszi eld. A memoria a numerikus adatokkal egylitt tarolja a
programot is, a vezérléegység pedig végrehajtja az utasitdsok sorozatat.

* A szamitégép hasznalja a kettes szamrendszert és legyen teljesen elektronikus: A kettes
szamrendszert €és a rajta értelmezett aritmetikai ill. logikai miveleteket konnyli megvaldsitani
kétallapotu aramkorokkel (pl.: 1- magasabb fesziiltség, 0 - alacsonyabb fesziiltség).

* A szamitogép legyen soros (szekvencialis) miikddésti: A gép az egyes utasitdsokat egymas utan,
egyenként hajtsa végre.

* A szamitoégépnek legyen belsé memoriaja: A szamitogép gyors mitkddése miatt nincs lehetdség arra,
hogy minden egyes 1épés utan a kezel6 beavatkozzon a szamitds menetébe. A belsé memoridban
tarolhatok az adatok és az egyes szamitasok részeredményei, igy a gép bizonyos miiveletsorokat
automatikusan el tud végezni.

o A szamitoégép legyen univerzalis: A szamitogép kiilonféle feladatainak elvégzéséhez nem kell
specialis berendezéseket késziteni. Ugyanis Turing bebizonyitotta, hogy az olyan gép, amely el tud
végezni néhany alapveté miveletet, elvileg barmilyen szamitas elvégzésére is alkalmas (Turing-

g¢€p).

Lathatjuk, hogy a Turing-gép jo Osszhangban van a Neumann elvvel és ezért méltan tekinthet6 a
szamitogépek elméleti modelljének.
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9.3. A szoprobléma - rekurziv és rekurzivan
felsorolhato nyelvek

A O-tipusu nyelvek esetén a w € L relacio altalaban algoritmikusan nem eldonthetd. Ez a fejezet ezt
a problémakort vizsgélja meg részletesebben. (Lasd a A Turing-gépek megallasi problémaja és az
algoritmikusan eldonthetetlen feladatosztalyok kapcsolata fejezetet is.)

Egy L nyelvet rekurzivnak neveziink, ha a w € L tartalmazasi probléma algoritmikusan eldontheto.

Egy L nyelvet rekurzivan felsorolhatonak neveziink, ha van olyan eljaras, amely az 6sszes w € L sz6t
valamilyen sorrendben (esetleg ismétlésekkel) felsorolja.

12. Megjegyzés. Minden rekurziv nyelv nyilvan rekurzivan felsorolhatd. Nem kell ugyanis mast
tenniink, mint rendre megvizsgalni az 6sszes w € T* szot alkalmazva rajuk az eldontési algoritmust,
€s egy w szot belevesziink a felsorolasba, ha igen valaszt kapunk, egyébként elhagyjuk.

75. Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha mind az L mind az L rekurzivan felsorolhato.

Bizonyitas. Ha L rekurziv, akkor a w € L probléma algoritmikusan eldonthetd, akkor ugyanez all
az L nyelvre is, hiszen w € L akkor és csak akkor teljesiil, ha w & L. Eszerint ugyanazt az eldontési
algoritmust hasznalhatjuk az L- re, azzal a kiilonbséggel, hogy amit L esetén elfogadtunk azt most
nem, és forditva.

Masik irany: Tegyiik fel, hogy mind az L mind az L rekurzivan felsorolhat. Kombinaljuk az L és az L
felsorolasat biztosito eljarasokat tigy, hogy valtakozva hol az egyikkel, hol a masikkal allitunk el6 egy-
egy szot, mialtal egy olyan wg, wy, ... felsorolast kapunk, ahol w,, € L, wy;;; € Lmindeni=0, 1 2...
értékre. Mivel a felsorolas teljes, ezért a w keresett szonak valahol el6 kell fordulnia, igy csak azt
kell eldonteniink, hogy paros vagy paratlan poziciéban fordul-e el6, igy tulajdonképpen egy dontési
algoritmust adtunk meg az L- re. Q.E.D.

76. Tétel. Minden 1-tipust nyelv rekurziv, és minden O-tipust nyelv rekurzivan felsorolhato.
77. Tétel. Van olyan rekurziv nyelv, amely nem 1-tipusu.

Bizonyitas. Minden 1-tipust nyelvtant megadhatunk ugy, hogy felsoroljuk a szabalyait. Feltehetjiik,
hogy a nyelvtanban terminalisok csak 4 — a alaku szabalyban fordulnak el ( AEN,a€T ). A
nemterminalis abécét a szabalyok implicit modon definialjak. Ezek utan tekintsiik azt az 1-tipust
nyelvtant, amelynek terminalis dbécéje T =10, 1}. Kédoljuk a nemterminélis jeleket a 01, 011, 0111, ...
jelsorozatokkal, ahol az S kezdészimbolumnak mindig a 01 kod feleljen meg. Kodoljuk tovabba a 0
¢és az 1 terminalis jeleket 00 és 001 szavakkal, a — ¢és a # (elvalaszto-) jeleket 0011, illetve 00111

szavakkal. Ezek alapjan minden nyelvtant kifejezhetjiik egy {0, l}* - beli szoval. Rendezziik az dsszes

{0, 1}*— beli szot valamilyen médon (ezzel a nyelvtanokat is sorbarendeztiik).

Legyen w; a {0, 1}* megadott rendezés értelmében az i- edik eleme a {0, 1}*- nak és definidljuk az L
nyelvet tgy, hogy

L= {Wi | w; & L(Gl)}

ahol G, az i- edik nyelvtant jelenti. Az L nyelv rekurziv, mert a w € L véges sok 1épésben eldonthetd.
Ugyanis egy adott w- 16l eldonthetjiikk, hogy hanyadik eleme a rendezett halmaznak. Legyen ez

i, akkor meghatarozzuk a G;- t, ami ugy torténik, hogy rendre el8llitjuk a {0, 1}*— beli szavakat
(célszerlien ugyanabban a rendezési sorrendben, mint amit az el6bb hasznaltunk), és mindegyikrél
egyenként eldontjiik, hogy ez a kddolas megfelel-e egy 1-tipust nyelvtannak vagy sem. Ez szintén
megtehetd véges lépésben. Miutan meghatéroztuk a G; - t, elddnthetjiik, hogy w € L(G)) teljesiil-e, ami
szintén véges szamu 1épésben megtehetd.
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Most belatjuk, hogy L nem 1-tipusu. Ha ugyanis az volna, akkor volna egy olyan G; a fenti

felsorolasban, amelyre L=L(G)). Tekintsiik a {0, 1}* j- edik elemét, amit w;- vel jeldltink. Ha
w; € I(G), akkor az L definicitja értelmében w; & L = I(G ) ami ellentmondas. Haw; & L(G ), akkor
w;EL= LG j) szintén ellentmondas, tehat L nem 1-tipust. Q.E.D.

78. Tétel. A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek osztalya megegyezik a O-tipusu nyelvek osztalyaval.
Az angol Recursively Enumerable név alapjan jeldljiik e nyelvosztalyt RE-vel.

Amint lattuk a Turing gépek leirasa rekurzivan felsorolhat6, vagyis csak megszamlalhatoan végtelen
sok Turing gép, és ennck megfeleloen megszamlalhatoan végtelen sok rekurzivan felsorolhatd nyelv
L1étezik.

Ugyancsak megszamlalhatéan végtelen sok szot tartalmaz T* barmilyen véges, nemiires T’ esetén.
Ezzel szemben egy megszamlalhatoan végtelen halmaz lehetséges részhalmazainak szdma nem
megszamlalhato végtelen, hanem t6bb annal.

Tehat egy adott T abécé feletti nyelvek szama tobb, mint ahanyat Turing-géppel el lehet fogadni; vagy
érdekesebben hangzd megfogalmazassal: tobb, mint amennyit fel lehet sorolni.

Ezek alapjan az itt targyalt nyelvosztalyokra a kdvetkezd hierarchia teljesiil:
CSERESRES AL,

ahol CS a kornyezetfiiggd nyelvek, R rekurziv nyelvek, RE a rekurziv felsorolhato nyelvek osztalya,
AL pedig az Gsszes nyelv osztalyat jelenti.

Itt emlékezziink vissza arra, hogy a jegyzet elején targyalt Markov-féle algoritmus (lasd Markov-
féle normal algoritmus [15]) ugyancsak univerzalis szamitasi modell, vagyis minden rekurzivan
felsorolhato nyelv elfogadtathato ilyen algoritmusokkal, és mivel formalis modellrdl van szd, pontosan
ezek fogadtathatoak el ily modon.

9.3.1. Bonyolultsagi osztalyok

Tehat a rekurziv fiiggvények, illetve rekurziv nyelvek osztalya megadja a kiszamithatosag hatarat, az
ezen kiviil eso fliggvények, illetve nyelvek esetén nem garantalt, hogy valaha is befejezédik a szamitas
egy adott inputra és megall a Turing-gép.

Viszont a rekurziv osztalyon belill sem egyformak a problémak, vannak amelyek egyszeriien
megoldhatoéak, és vannak amelyek bonyolultak. Ebben az alfejezetben roviden attekintjiik a
legfontosabb bonyolultsagi fogalmakat.

Ha TM egy determinisztikus Turing-gép, vE V° k input (vagyis vEV* és |vl=k ), a szamitas
iddigényének a tr,,(v) fiiggvényt nevezziik, mely a kdvetkezd alaku:

t72/v) = maxin, |vD} = maxin, £}, ha TM a v inputon n 1épés utan megall, egyébként pedig oo .

Egy konkrét szamitasi folyamat id6igényének meghatarozasa utan olyan id6igény-fogalmat vezetiink
be, amely egy egész problémara, és nem csak annak egyes példanyaira vontkozik. A iddigényt a
bemenet hosszanak fiiggvényében fogjuk megadni.

Azt mondjuk, hogy egy determinisztikus TM Turing-gép iddigénye (legfeljebb) f(n), ha TM futasi
ideje egyetlen n hosszi bementre sem tobb f(n)- nél. Ha egy f(n) idéigényti Turing-gép elfogad egy
L nyelvet, akkor azt mondjuk, hogy L € TIME(f(n)).

TIME(f(n) egy bonyolultsdgi osztaly, ami tartalmazza azokat a nyelveket, amelyek f(n) idében
eldonthetdek.
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Formalisan tehat a TM Turing-gép idobonyolultsaga (maximalis idobonyolultsaga):
tra/m) = maxity,,(w), ahol |lw|<n}.

A tarbonyolultsag a szamitasok kézben a szalagokon eléforduld leghosszabb sztring hossza (vagyis
a nem sz0koz jelek szama).

Az eddig itt targyalt Turing-gépek determinisztikus miikddésiiek (ahogy napjaink szamitogépei is
azok).

A Turing-gépeknek a nemdeterminisztikus verzidjat is emlitettik mar. A nemdeterminisztikus
verzidban a d "fiiggvény" tulajdonképpen nem egyértelmiien adja meg az 0j allapot, 0j szalagjel,
fejmozgas harmas(oka)t (vagyis ad a Q x V x{Bal, Jobb, Helyben} halmaz részhalmazaiba képez). Itt a
kiszamithatdsagot ugy definialtuk, hogy van olyan szamitési sorozat amely az eredményt szolgaltatja.

Szamitasi "erejét" tekintve a nemdeterminisztikus verzio sem tud tdbbet a determiniztikus
valtozatoknal, vagyis minden ami nemdeterminisztikusan kiszamithatdé kiszamithato
determinisztikusan is. (A masik irany trivialis.) A nemdeterminisztikus valtozat szamitasi sebessége,
hatékonysaga viszont lehet jobb a determinisztikusénal. Ez azt jelenti, hogy pl. "talalgatassal' hamarabb
talalhatunk megoldast. A kovetkezo részben roviden kitekintiink arra, hogy milyen problémak milyen
koltséggel oldhatok meg determinisztikus, illetve nemdeterminisztikus Turing-gép segitségével.

A tovabbiakban néhany fontos bonyolultsagi osztalyt emlitink meg. A bonyolultsagi osztalyok
meghatarozasdhoz sziikségiink lesz a szamitasi moddra, amely lehet determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus. Ezenkiviil arra, hogy mely er6forrast (id6, tar: szalag) korlatozzuk.

Mint az el6z8 részben bevezettiik, a determinisztikus médon, f(n) idékorlatozassal szdmold Turing
gépekkel kiszamithato nyelvek a TIME(f(n) bonyolultsagi osztalyt alkotjik. Altaldban az f(n)
nemnegativ egészekhez nemnegativ egészeket rendeld fliggvénytdl megkoveteljiik, hogy monoton
ndvekvé legyen. Ha f(n)=c egy ¢ € N konstansra, akkor a nyelv barmely v szavat maximum |v|+c¢
1épésben eldonti a TM Turing-gép. Szokésos a linearis fiiggvény ( f(n)=cn), illetve az n tetszéleges
polindmjanak hasznalata (ahol » a bemeneti sz6 hossza). Azon nyelvek (problémak) unidjat,
amelyekhez van olyan determinisztikus Turing-gép, ami ezek szavait valamilyen polinomfiiggvénnyel
megadhat6 id6ben eldonti (kiszamitja), P bonyolultagi osztalynak nevezziik.

Legyen most TM egy nemdeterminisztikus Turing-gép. Azt mondjuk, hogy TM f(n) idében eldénti/
felismeri az L nyelvet, ha barmely v € L széval inditva a kezdékonfiguraciobol van olyan szamitas,

amely elfogadja v- t legfeljebb f(n) 1épés utan (n=[vl).

Azon nyelvek unio6jat, amelyekhez van olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, ami a ezek szavait
valamilyen polinomfiiggvénnyel megadhat6 idében eldonti (kiszamitja), NP bonyolultagi osztalynak
nevezziik.

A szamitogéptudomany egyik legfontosabb nem tisztazott problémaja a P és NP bonyolultsagi
osztalyok viszonyanak eldontése, vagyis mivel P & NP, ezért a kérdés P =? NP alakba irhato.
Altalaban elfogadott az a feltételezés, hogy a két osztaly nem egyezik meg, egyelére azonban nem
ismert olyan feladat (nyelv) ami NP-ben van és bizonyitottan nincs P-ben.

Minden NP-beli nyelvre (problémara) igaz, hogy minden szavara létezik egy "tomor bizonyiték" (ami
polinomialis iddben ellendrizhetd) arra, hogy az adott sz6 benne van a nyelvben.

Az NP osztaly rengeteg természetes és a gyakorlatban is fontos szamitasi problémat tartalmaz. Példaul
sok tervezési probléma (utak, kiértékelések, egyenletek megoldasai, VLSI tervrajzok) ilyen. Amikor
optimalis (egy adott feltételt kielégitd) megoldast keresiink, akkor a keresett objektum maga lesz a
bizonyiték. Ezek a bizonyitékok gyakran fizikai objektumok vagy azok matematikai absztrakcioi,
amelyek nem tal nagyok a probléma méretéhez képest és a feltételek is gyakran polinomialis iddben
ellendrizhetoek. Azokat a problémakat nevezziik NP-teljesnek, amelyek legkevésbé feltételezhetdek,
hogy egyben P-beliek is. Egy L problémat NP-teljesnek neveziink, ha abbol, hogy L € P az kdvetkezik,
hogy P = NP. Ez az jelenti, hogy ha valaki determinisztikusan polinomialis idoben tud megoldani

225



Rekurzivan felsorolhato
nyelvek és Turing-gépek

egy NP-teljes problémat, akkor minden NP-beli problémat meg lehet oldani polinomialis id6ben
determinisztikusan is.

9.3.1.1. Egy NP-teljes probléma: a SAT

A SAT (angol: satisfiability, kielégithetdség szobol) probléma alapvetd szerepet jatszik a
bonyolultsagelméletben, ugyanis ez az egyik legismertebb NP-teljes probléma. A feladat maga roviden
a kovetkezd: adott egy propozicionalis logikai formula, dontsiik el, hogy kielégithets-e (vagyis lehet-e
a propozicionalis valtozoknak ugy igaz-hamis értéket adni, hogy a formula igaz legyen). A feladatnak
tobbféle specialis megfogalmazasa is 1étezik, és hasznalt mind az elméletben, mind a gyakorlatban. Az
els6 specialis alak, amikor a formula konjunktiv normalforméaban adott. A feladat igy is NP-teljes. A
kovetkezd, még specialisabb alak, amikor a konjunktiv normalforma mellett az is adott, hogy az egyes
tagok hany literalt tartalmaz(hat)nak. A feladat ilyen megszoritassal torténé megfogalmazasat nevezik
n- SAT problémanak. Az n- SAT n>3 esetén NP-teljes, mig a 2-SAT probléma P-beli. A tdmor
bizonyiték ez esetben egy kielégitd kiértékelés, amely megadja mely Boole-valtozo értéke legyen igaz
¢és melyek legyenek hamisak.

Tovabbi fontos bonyolultsagi osztalyok a

PSPACE: determinisztikus Turing-géppel polinomialis szalagigénnyel kiszamolhaté problémak
osztalya;

NPSPACE: nemdeterminisztikus modon polinomialis szalagigénnyel kiszamolhatd problémak
osztalya;

EXP: determinisztikusan exponencialis id6ben kiszadmolhat6 problémak osztalya.

Ismert, hogy a PSPACE ¢és az NPSPACE problémaosztaly egybeesik. Itt jegyezziik meg, hogy a
kornyezetfiiggd nyelvosztalyra a szoprobléma PSPACE-teljes, viszont nemdeterminisztikusan linearis
tarhelyen is megoldhato. Mint jeleztiik a kornyezetfiiggd nyelveknél a Szoprobléma fejezetben, az
viszont nem ismert, hogy determinisztikusan is megoldhaté-e linearis tarhelyen.

Az alabbi abran a fent emlitett bonyolultsagi osztalyok egymashoz képesti viszonya lathato.

EXP

PSPACE

NP

|

9.4. Normalformak a mondatszerkezetu
nyelvtanokhoz

A monoton nyelvtanok definicigjabol kitiinik, hogy valdjaban csak a torlések (roviditések) lehetosége
az amivel a mondatszerkezetii nyelvtanok tobbet tudhatnak.
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Ez valoban igy is van, vagyis ha megengediink akar egyetlen uBv —uv, ( BEN,u,vE(NUT ) )

alaku szabalyt, vagy egy (N, T, S, H) nyelvtanban az S — A € H hasznalata esetén megengedjiik, hogy
S szerepeljen szabalyok jobb oldalan is, akkor a generald eré megnd, nem koérnyezetfiiggd nyelvek is
generalhatoak. Ide kapcsolhato a kdvetkez6 eredmény, melyet bizonyitas nélkiil kozliink:

79. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhatd nyelv generalhato6 olyan szabalyokkal, amelyek mindegyike
kémyezetfiiggd (uBv—urv, BEN, u,v,r€(NUT )*, r# 1), kivéve egyetlen 4 — A alakl szabalyt.

A Penttonen normalformat is kiterjeszthetjiik ez alapjan mondatszerkezetii nyelvtanokhoz:

24. Definici6. Egy mondatszerkezetli nyelvtant Penttonen normalformajunak hivunk, ha minden
szabélya az alabbi formajuak egyike: A — a, A— BC, AB— AC,A— A (A, B,CEN,acT).00

80. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhatdé nyelv generalhatd Penttonen normalformaji
mondatszerkezetii nyelvtannal.

Szorosan ide kapcsolodik a kovetkezd tétel is, amely azt mutatja, hogy a kornyezetfiiggd és a
mondatszerkezetli nyelvek osztalya kozott nem is olyan nagy a kiilonbség.

81. Tétel. Legyen L = T™ egy rekurzivan felsorolhato nyelv, ekkor van olyan L'kdrnyezetfiiggd nyelv,
hogy T kiegészithetd egy 0j betiivel: V=T U{c} (c& T ), hogy L'S ¢*L és minden w € L széra van
olyan n>0, hogy c'we L'

Vagyis, ha egy LBA linedrisan korlatozott automatanak adjuk oda egy tetszéleges rekurzivan
felsorolhaté nyelv szavait, akkor minden egyes szora a tarhelyet eléggé megndvelve, LBA el tudja
fogadni pontosan a nyelv szavait (illetve azok meghosszabbitott, de informaciét nem tartalmazo
valtozatait). Természetesen a megnovelt tarhely igényli automata mar nem feltétleniil linearisan
korlatozott. A kovetkezo tétel ezzel Osszefiiggésben hatékonyan hasznalhaté annak eldontésére, hogy
egyes nyelvek kornyezetfiiggdek.

82. Tétel. (Tarhely tétel) Ha egy adott G mondatszerkezetli nyelvtanra teljesiil, hogy létezik olyan
k konstans, hogy benne barmely tetszéleges w € L(G) nemiires szot levezetve van olyan levezetés
amiben a mondatforma hossza soha nem hosszabb a k -|w| értéknél, akkor L(G) kdrnyezetfiiggd.

Ebben a fejezetben tobb fontos tovabbi normalformat mutatunk be (bizonyitas nélkiil), amelyek a
mondatszerkezetii és egyéb nyelvosztalyok kapcsolatara is ravilagitanak.

9.4.1. Révész-féle normalalak

A kovetkez6 normalalak a Kuroda-féle normalalak Révész-féle észrevétellel kiegészitett alakjanak
altalanositasa a mondatszerkezet(i nyelvtanokra.

83. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhatd nyelv generalhat6 olyan nyelvtannal, amelyben a szabalyok
alakja a kovetkez6 hétféle alaktiak lehetnek:

§—4,
A—a,
A—B,
A— BC,
AB—AC,
AB—CB,

AB — B,
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aholaeT, A4 B, CEN,

€s az S mondatszimbolum nem fordul el egyik szabaly jobboldalan sem.

9.4.2. Geffert-féle normalformak

V. Geffert bizonyitotta, hogy a torl6 (roviditd) szabalyok és a kdrnyezetfiiggé (monoton)
nyelvtanoknak az tulajdonsaga, hogy egy szabaly bal oldalan egynél tobb beti is allhat, akar egy
kozos szabalyalakkal is figyelembe vehetd. Az itt bemutatandd normalformak kozds tulajdonsaga,
hogy benniik a kdrnyezetfiiggetlen szabalyok mellett csak olyan szabalyok jelennek meg, melyek
jobboldala az iiresszo.

84. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generdlhato olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
5 nemterminalis van (N={S,4,B,C,D}), minden szabaly S — v alakt (vagyis kdrnyezetfliggetlen és a
startszimbdlum van a bal oldalon); és még két szabaly: 4B — A, CD — A

85. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generalhaté olyan (V, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
4 nemterminalis van (N={S,4,B,C}), minden szabaly S — v alaka (vagyis kornyezetfiiggetlen alak(i
és a startszimbolum van a bal oldalon); és még két szabaly: AB— 4, CC — A

86. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generalhat6 olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
3 nemterminalis van (N={S,4,B}), minden szabaly S — v alaku (vagyis kornyezetfiiggetlen ¢és a
startszimbdlum van a bal oldalon); és még két szabaly: 44 — 4, BBB — /.

87. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhatd nyelv generalhaté olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
3 nemterminalis van (N={S,4,B}), minden szabaly S — v alaka (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbdlum van a bal oldalon) egy kivételével: ABBBA — /.

88. Tétel. Minden rekurziv felsorolhaté nyelv generalhato olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
4 nemterminalis van (N={S,4,B,C}), minden szabaly S — v alaka (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbdlum van a bal oldalon) egy kivételével: ABC — A

9.5. Zartsagi tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a rekurzivan felsorolhatd nyelvek zartsagi tulajdonsagait vizsgaljuk meg.

89. Tétel. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalya zart a regularis miiveletekre nézve.

Bizonyitas. A bizonyitas soran tételezziik fel, hogy L= L(Gl), Ly= L(Gz), ahol G| = (v v ISy H 1)
és G, = . % T, Sy H 2), N{NN,= @ ; valamint terminalis csak 4 — a alaku szabalyban fordul el6
(A€ N,UN,, a€ T). A bizonyitast az egyes miiveletekre kiilon-kiilén végezziik el.

» Unié. Slegyen egy olyan nemtermindlis, amely eddig nem szerepelt sem N - ben, sem N,- ben. A
G,=(NJUN,U{S}, T, S, H{UH,U{S — S, S — S,))

generativ nyelvtan ekkor az L; U L, nyelvet generélja. A levezetés soran elsd 1épésként alkalmazhato
S—S,, illetve § — S, szabaly valasztasaval eldontjiik, hogy melyik nyelvbdl szeretnénk generalni;
ezutdn pedig, mivel N és N, diszjunkt halmazok, csak a megfeleld /1, illetve [, - beli szabalyok
alkalmazhatoak a levezetés soran.

* Konkatendcio. Legyen ismét S& N ;U N, Ekkor a

nyelvtan az L,L, nyelvet generalja, hiszen az els6lépésben generalt S,S, mondatformaban §-
bol egy L;- beli sz0, S,- bdl pedig egy L,- beli sz6 generdlhaté egymastol fiiggetleniil, hiszen
NN N,= &, terminalisok pedig nem fordulnak el szabélyok bal oldalan.
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* Kleene-csillag (konkatendcio lezarasa). A kovetkezdkben egy tetszéleges rekurziv felsorolhatod
L nyelvhez elkészitjik azt a G, nyelvtant, amely az L° nyelvet generdlja. Legyenek
adottak G,=(N |, T, S}, H) és G,=(N,, T, S,, H,) Révész normalformaji nyelvtanok, amelyekre
N\NN,= D ¢é UG)=LG)=L\{. (Ha A¢L, akkor G, illetve G, L-et generilja,
és nem szerepel benne S;— A (illetve S, — A4 ) szabadly; ha pedig A€L, akkor ez
csak az S;— 4 (illetve S, — A4 ) szabéalyokkal lehetséges, ekkor egyszeriien elhagyjuk
ezeket a szabalyokat, igy generdlva az L {iresszomentes részét.) Legyen S&N;UN,
4 (modat)szimbolum. Tekintsik most a G,=(WN,UN,U {5, 8% T,S, H) nyelvtant, ahol
H=H\UH,U{§ > 18— S,S—S5S5 S — 55,5 Az igy megkonstrualt nyelvtan éppen az L*
nyelvet generalja, amit teljes indukcioval bizonyithatunk.

Q.E.D.
A fejezet hatralevo részében tovabbi halmazmiiveleteket vizsgalunk.
90. Tétel. A rekurzivan felsorolhatd nyelvek osztalya zart a metszetképzésre.

Bizonyitds. Vegylik azokat a Turing-gépeket, amelyek elfogadjak az L, és L, nyelveket oly modon,
hogy a szalagnak csak az input altal elfoglalt, illetve ettdl jobbra esd részét hasznaljak. Készitsiik
most el azt a Turing gépet, amely el6szor egy masolatot készit az inputrdl (vagyis a w inputbol a
wiw 0 inputut késziti el), majd a jobboldali méasolaton végrehajtja (szimulélja) az L;- et elfogado
gép szamitasat, elfogadas esetén letorli a szalagon hagyott részszamitasokat csak a baloldali w- t
meghagyva, amelyre az L,- t elfogadd gép mitkddését hajtja végre. Vilagos, hogy pont akkor fogja
az igy megkonstrualt Turing-gép elfogadni az inputot, ha mindkét nyelvhez tartozé Turing-gép kiilon-
kiilon is elfogadna.

Hasonlban, megfeleld Turing-gépek segitségével, bizonyithatéak a rekurziv nyelvekre a zartsagi
tulajdonsagok:

91. Tétel. A rekurziv nyelvek osztalya zart a regularis (unio, konkatenacio, Kleene-csillag) és a
halmaz- (unid, metszet, komplementer) miiveletekre.

Kordbban mar volt sz6 a rekurziv és a rekurzivan felsorolhatd osztalyok kiilonbozdségérdl (lasd
Szoéprobléma - rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek).

6. Kovetkezmény. A rekurzivan felsorolhatd nyelvek halmaza nem zart a komplementerképzésre.

9.6. Irodalmi megjegyzeések

A szamitaselmélettel kapcsolatban ajanljuk magyar nyelven a [Demetrovics et al 1989] tankonyvet,
mig angolul a [Minsky 1967], [Hopcroft, Ullman 1979] és [Sipser 2005] konyveket. A bonyolultsagi
osztalyokkal kapcsolatosan a [Papadimitriu 1995], illetve a [Ronyai et al 1998] kdnyveket ajanljuk.
Az NP-teljes problémakrol részletesen szol [Garey, Johnson 1979]. A Révész-féle normalalak
megtalalhato [Révész 1989]-ben, amig a Geffert-féle normalformak [Geffert 1988]-ban jelentek meg.
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10. fejezet - Nyelvtanrendszerek
(Grammatikarendszerek)

A klasszikus formalis nyelvek és automatak elméletben a nyelvek és az automatak klasszikus
szamitasi eszkdzoket modelleztek. Ezek kdzpontositottak voltak — a szamitasokat egy kdzponti agens
(egység) végezte. Igy a klasszikus formalis nyelvek elmélete szerint egy nyelvet egy grammatika
készit, vagy egy automata ismer fel. A modern szadmitastudoméanyban az elosztott szamitasok
fontos szerepet jatszanak. Az elosztott rendszerek megfigyelése szamitogépes haldzatokban,
elosztott adatbazisokban, stb., olyan fogalmakhoz vezetett, mint parhuzamossag, konkurencia
és kommunikacidé. A nyelvtanrendszerek elméletében vizsgalt formalis rendszerek az elosztott
szamitasok szintaktikai modelljei, melyekben ezek a fogalmak értelmezhetdek és tanulmanyozhatdak.

A nyelvtanrendszer nyelvtanok egy csoportja, amelyben a nyelvtanok meghatarozott protokoll szerint
kozosen dolgoznak egyetlen nyelv létrehozasan. Tobb indok szdl ilyen generativ mechanizmus
létrehozasa mellett, tobbek kozt, az elosztas modellezése, a generald erd novelése, a (leirasi)
bonyolultsdg csokkentése. A kritikus rész itt az egyiittmiitkddési protokoll. A nyelvtanrendszerek
elméletét tekinthetjiik egyfajta formalis egyiittmiikddési protokollok elméletének. A kozponti
probléma a meghatarozott protokollokat haszndl6 rendszerek miikodésének leirasa, és a kiilonb6zd
protokollok a megfigyelt rendszerek kiilonb6zd tulajdonsagaira gyakorolt hatdsanak elemzése.

A nyelvtanrendszerek kétféle alapvetd osztalyba sorolhatéak: szekvencialisak vagy parhuzamos
mitkodéstiek, ezek alapjan megkiilonboztetjiik a kooperativ elosztott (angolul: cooperating distributed,
roviden CD) és a parhuzamos kommunikalé (angolul: parallel communicating, roviden PC)
rendszereket. Ebben a fejezetben roviden ismertetjiik ezen rendszereket.

10.1. Nyelvtanok kooperativ elosztott rendszerei —
CD nyelvtanrendszerek

(Cooperating Distributed Grammar Systems — CD grammar systems)

A nyelvtanok kooperativ elosztott rendszere szekvencialis mitkodésii: egymast kdvetd 1épéseken
alapul. A rendszert alkotd Gsszes nyelvtan egy adott, koz6s mondatforman dolgozik. Minden egyes
iddpillanatban csak egyetlen nyelvtan aktiv, ami atirja az aktualis mondatformat. Azokat a kérdéseket,
hogy melyik komponens lehet aktiv egy adott pillanatban, és mikor valik inaktivva egy aktiv
(muveleteket végzd) nyelvtan — az aktualis mondatformat atadva a tobbi, a rendszert alkoto nyelvtan
valamelyikének — az egylittmi{ikodési protokoll hatarozza meg.

Példak megallési feltételekre (inaktivva valasra). Egy 1€pés egy levezetési szabaly alkalmazasat jelenti.
» Az aktiv komponensnek pontosan k 1épést kell végrehajtania.

» Az aktiv komponensnek legaldbb £ 1épést kell végrehajtania.

» Az aktiv komponensnek legfeljebb & 1épést kell végrehajtania.

» Az aktiv komponensnek annyi 1épést kell végrehajtania, amennyit tud.

* Az aktiv komponens tetszéleges szamu Iépést hajthat végre.

A rendszer altal generalt nyelv az igy generalt terminalis szavak nyelve lesz.

A CD nyelvtanrendszerek felépitése egy iskolai tabla hasznalatdhoz hasonlithatd, ha azt probléma-
megoldashoz hasznaljak. A k6z6s mondatforma az iskolai tabla tartalma (a k6zos adatszerkezet,
amely a megoldando probléma aktualis allapotat tartalmazza). A nyelvtanok a tudasforrasok (agensek,
feldolgozo egységek, eljarasok, kiilonb6zo képességli didkok, stb.) amelyek hozzajarulnak a probléma
megoldasahoz azzal, hogy megvaltoztatjdk a tabla tartalmat a képességeiknek megfeleléen. Az
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egylittmikodési protokollban van kodolva a tudasforrasok iranyitasa (példaul a sorrend, amelyben a
tudasforrasok hozzajarulhatnak a megoldashoz).

25. Definicio. A (kornyezetfiiggetlen) nyelvtanok kooperativ elosztott rendszere egy » rendd
(n>1) rendszer, felépitése: CD=(N, T, S, Hy, ..., H;) Ahol N és T diszjunkt dbécék, V=N UT,
SEN, és Hy, ..., H, pedig kornyezetfliggetlen levezetési szabalyok véges halmazai. Az N elemei
a nemterminalisok, a T elemei a terminalisok; S a mondatszimb6lum, H, ..., H, pedig a rendszer
komponensei. [

Az iskolai tabla példajanal maradva a komponensek a tablanal a problémat megoldé agenseknek
felelnek meg. A szabalyok megfeleltethetoek az agensek altal végrehajtott miiveleteknek, ezek
eredménye lehet a tabla tartalmanak, vagyis a mondatformanak a megvaltoztatasa.

* Az S axioma a tablan talalhato probléma kezdeti allapotanak formalis megfeleldje.

» A T abécé tartalmazza azokat a betiiket, amelyek megfelelnek az olyan tudas-részleteknek, amelyek
elfogadhatéak megoldasként, illetve a megoldas részeiként.

* A nemterminalisok ,kérdésekként” értelmezhetdek, amelyekre valaszt keresiink. Egy komponens
altal feltett kérdések, és egy masik altal atirtak felfoghatéak az egyik komponens altal feltett
kérdésnek, amelyre egy masik komponens valaszol. Igy a komponensek kommunikalhatnak
a megoldas pillanatnyi allapotaba illesztett ilizenetekkel, mintegy a mondatformaba (a tabla
tartalmaba) kodolva.

Ha konkrétan olyan grammatikat akarunk definialni, ami egy CD nyelvtanrendszer része, akkor
felirhatjuk a CD- t ilyen formaban: CD =N, T,S, Gy ..., G,), ahol G, =N, T,S, Hi), 1<i<n

26. Definicio. Legyen CD=(N, T, S, Hy, ..., H,) egy CD nyelvtanrendszer. Ekkor

1. Minden egyes i €{l, ..., n}- re az i- edik komponens * modbeli levezetését =%- gal jeldljiik, és
a kovetkez6képpen definialjuk: p =7q akkor és csakis akkor, ha p :*Gi q.

2. Minden egyes i €11, ..., n}- re az i- edik komponens termindl¢ levezetését =%- vel jeléljiik, és
a kovetkezoképpen definialjuk: p :>fq akkor és csakis akkor, ha p=%g és nincs olyan re (NU T )
amire g = (r # ¢).

3. Minden egyes i €11, ..., n}- reazi- edik komponens k Iépéses levezetését p :>[.:kq - val jeloljik, és

a kovetkezoképpen definidljuk: p :l.:kq akkor és csakis akkor, ha van olyan r, ..., 7 E(NUT )
amely p=ry, q=ri4, s minden egyes j- re (1< 7<k), r; =1

4. Minden egyesi€1l, ..., n}- re az i- edik komponens legfeljebb k 1épéses levezetését p :>l.5kq- val

jeloljiik, és a kovetkezOképpen definialjuk: p :?kq akkor és csakis akkor, ha p 21.:1' g valamely j<k
értékre.

5. Minden egyes i €11, ..., n}- re az i- edik komponens legaldbb k 1épéses levezetését p :>l_qu_ val

jeloljiik, és a kovetkezOképpen definialjuk: p z?kq akkor és csakis akkor, ha p zl.:j g valamely j>k
értékre.

O

A * - modbeli levezetés, p =7q, olyan miikddési format jelol, amelyben az dgensek addig dolgoznak
a tablanal, ameddig akarnak. A - modbeli levezetés annak a stratégianak felel meg, amelyben egy
agensnek addig kell hozzajarulnia a megoldasi folyamathoz a tablanal, ameddig csak tud (maximalisan
kihasznalva a hataskorét). Akkor beszélink =k levezetési modrol, ha k£ egymast kovetd kozvetlen
levezetési 1épésben hasznaljuk fel az i- edik komponens szabalyait, ez £ miiveletet jelent egy agens
szamara a tablanal. A <k levezetési mdd id6korlatnak felel meg, mivel egy 4gens maximum & - 1€pést
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hajthat végre. A >k levezetési modban legalabb k 1épést kell végrehajtania az agensnek. A levezetési
modok a fentiek alapjan feltételeznek bizonyos minimalis kompetenciat az agensek részérdl.

Legyen D={*,t}U{<k, =k, >k | kpozitiv egész}.

27. Definicio. Egy CD=(N, T, S, H,, ..., H,) nyelvtanrendszer altal generalt nyelv valamely f € D

levezetési modban: LACD)={we T" | S:>l.fl.p1:>l.f2'p2... :>lj.;pm=w,m21,ISian,ISjSm}.D

Az el6z6 definicioval szamos nyelvet tarsitottunk egy CD-rendszerhez, felhasznalva a kiilonb6z6 D -
beli megallasi feltételeket. A H; egy komponense elkezdhet dolgozni (futdsa engedélyezett lesz) egy p
mondatformén, amikor p tartalmazza egy H ;- beli szabaly baloldalat. Az, hogy melyik engedélyezett
komponens kapja meg az éppen aktualis mondatformat, egy nemdeterminisztikus valasztas alapjan
dol el. Elképzelhetiink kiilonbozé kezdofeltételeket is, példaul, ha egy komponens csak akkor lesz
engedélyezett egy mondatforman valé munkara, ha bizonyos feltételek teljesiilnek, esetleg egy kiilsé
vezérld egység (példaul egy graf, vagy verem meghatarozva a komponensek engedélyezési sorrendjét)
iranyit.

10.1. példa - CD nyelvtanrendszer

Legyen CD=({S, 4, B, C, D}, {a, b, c}, S, 1S — S, S — AC}, {4 — aBb, C — cD}, {B — aA4b, D — cC},
{4— ab, B— ab, C — ¢, D — c}). Kénnyen belathato, hogy ez a nyelvtanrendszer =2, >2 és t-
moédban az {ab"c"| n > 0} nyelvet, mig <k (barmely & > 1esetén), = 1és * modban a {ab"c™|n, m> 0}
nyelvet generalja; ha pedig k& > 2 akkor >k modban az {ires nyelv az eredmény. [

10.2. példa - CD nyelvtanrendszer

Legyen CD=CQS, 4}, {a}, S, {S—AA}, {4—SS},{4— a, S — a}). Konnyen belathats, hogy ez a
nyelvtanrendszer - médban a 1a2"|n > 0} nyelvet generalja. [

Ahogy az el6z06 példakban lathattuk a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok generald ereje megnd, ha dket

CD-rendszerben hasznaljuk: sem a {a”b"c"|n> 0}, sem a {a2"|n> 0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen, s6t
a masodik nyelv nem is konstansnévekménytli (nem szemilinearis).

10.3. példa - CD nyelvtanrendszerek - Gyakorlo feladat

Adjunk meg olyan CD-rendszert, amely valamilyen médban a {ww|w €1a, b} nyelvet tudja generalni.
O

10.2. Nyelvtanok parhuzamos kommunikalo
rendszerei — PC nyelvtanrendszerek

(Parallel Communicating Grammar Systems — PC grammar systems)

Ebben az alfejezetben generativ nyelvtanok PC rendszereibe nyujtunk révid betekintést.

28.  Definicio. Egy PC nyelvtanrendszer egy #n rendi (n>1) rendszer
PC=(N,K,T,(S v H 1), ...,(S,H,), ahol N és T a nemterminalis és a terminalis abécék,
K= {Ql, . Qn} kérdészimbolumok, az i- edik komponenshez O, (N, T ¢s K paronként diszjunkt
halmazok), a H; halmazok levezetési szabdlyok véges halmazai (N U T U K) abécé felett tgy, hogy

K-beli elem nem 4éllhat szabaly bal oldalan. Valamint a komponensek mondatszimbélumai S; € N
(minden 1<i <n esetében). [

29. Definicié. Adott egy PC nyelvtanrendszer PC=(N, K, T, (S}, H), ..., (S,, H,). A (pl, cees pn) és
(gp ---» q,) két elem n-esre, ahol p, g, E(NUT U K)" minden 1<i < n- re és p €T - ra, akozvetlen
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levezethetdség fenndll, ezt (pl, e pn):>(q1, oo q}) alakba irjuk, ha a kdvetkezd két eset egyike

fennall:

1. Minden i értékre (1<i<n) pEWNUT ), tovabba ;= q;a H; egy levezetési szabalya segitségével,

vagy p,=q.ha p € T

2. Amennyiben van olyan i, amelyre p; tartalmaz K - beli elemet, akkor minden ilyen i- re jarjunk

el a kovetkezoképpen: legyen Pl-:”i,lQ,- lri72Qi2"'riJfQi ! (valamilyen k> 1 mellett), ahol
ri;€(NUT) minden j- re (1<j<k+1). Ha P, ENU T) minden j értékre ( 1< j<k+1),
akkor legyen Q= TidP; liaP;n - ikl ikt b ¢és legyen q;;= S;minden j értékre (1< j<k+1).

Minden egyéb esetben legyen q,=p; *

crer

A ( Pp s Py, ) elem n- est a PC rendszer konfiguraciojanak hivjuk. Tehat a ( Pp s Py )
konfiguraciobol kozvetleniil levezethet6 a ( qp -4, ) a kdvetkezd két esetben:

Az elsd eset, amikor egyik aktualis mondatforma sem tartalmaz K - beli szimbolumot, a levezetés
komponensenként zajlik, kivéve azokat a p; mondatformakat, amik csak terminalisokat tartalmaznak,

ugyanis azok valtozatlanul maradnak.

A masodik eset, amikor kérddszimbdélum fordul el valamely mondatformaban. Ekkor a kovetkezd
kommunikécios 1épés zajlik le: a Ql. minden el6forduldsdnak helyére P kertl (feltéve hogy p; nem

tartalmaz kérdészimbolumot). Pontosabban egy kérddszimbdlumot tartalmazé mondatforma csak
akkor modosul, ha benne minden kérdészimbdolum olyan mondatformara utal, amely nem tartalmaz
kérdészimbolumot. Egy kommunikacios 1épésben p;- vel helyettesitjiik a Qj szimbolumot (a Qj
kérdést megvélaszoltuk), és a j- edik komponens eldlrdl kezdi a szamitdst az §; axiémajabol
(vagyis a kezd6szimbolumabdl). A kommunikacios [épésben nem zajlik komponensenkénti levezetés,
levezetési szabalyokat nem alkalmazhatunk, ha valamely mondatforma tartalmaz kérddszimbolumot.
Ha egy kérdGszimbdolumot nem tudunk megvalaszolni egy adott 1épésben, eléfordulhat, hogy a
kovetkez6 1épésben meg tudjuk valaszolni.

Fontos, hogy a rendszerben nem lehet olyan szabaly, aminek a baloldalan kérdészimbolum fordul eld,
igy a kérdések csak kommunikacios 1épéssel valaszolhatdoak meg, a levezetés csak igy folytatodhat.
Ugyancsak fontos, hogy nincs definialva a kozvetlen levezetés arra az estre, ha p€ T" A = kozvetlen

levezetés tranzitiv és reflexiv lezartjat =*- al jeldljiik és, szokdsos modon, levezetésnek nevezziik.
Egy PC rendszer miikodése soran a kovetkezo holtponti szituaciok johetnek 1étre:

1. Nincs kérdészimbolum, de valamely P& T* mondatformaéra nincs alkalmazhaté levezetési szabaly.

2. Korbe-kérdezés jon 1étre, vagyis Py ben szerepel Qi,Z’ Pi- ben viszont Ql.,3, ¢és igy tovabb, amig
valamely P d O, - et tartalmazza. Ilyenkor sem kommunikacios 1épes, sem komponensenkénti

levezetés nem alkalmazhato.

30. Definici6. Adott egy PC nyelvtanrendszer PC=(N, K, T,(S, H), ...,(S,, H,)). Ekkor az
altala generalt nyelv LPC)={we T* | (S, S, ..., S,) =", Py o5 p,) valamely p,E (NUTUK)
mondatformakra (2<i<n) Lo

Tehat kiindulunk a mondatszimbolumokbol és komponensenkénti levezetési, illetve kommunikacios

lépésekkel haladunk, amig az els6 komponens nem terminal (vagy holtpontra nem jut a rendszer). Az
els6é komponens tehat megkiilonboztetett szereppel bir, mesternek nevezziik.

31. Definicié. Ha egy PC=(N,K, T, (S v H P oo (S,, H,) PC nyelvtanrendszerben csak az elsé
(mester) komponens vezethet be kérdészimbolumot, akkor kdzpontositott PC rendszerrdl beszéliink,
egyeébként a PC rendszer nem kdzpontositott. [
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Koézpontositott rendszer esetén az altalunk fentebb ismertetett masodik tipust holtpont nem allhat eld.

Egy PC rendszert akkor neveziink linearisnak, kdrnyezetfiiggetlennek, stb., ha minden komponense
linearis, kornyezetfiiggetlen, stb.

Visszatérve az iskolai tablahoz, a PC rendszert a kovetkezo tipust problémamegoldasnak tekinthetjiik:
adott a csoportvezetd (a tandr), aki a tablanal dolgozik, és a tobbiek (csapattagok), akik
részszamitasokat végeznek (pl. a sajat fiizetiikben). A CD-rendszerek "egyenld" tagjaival ellentétben,
itt hierarchikus a felépités, ami centralizalt rendszer esetén még szembetiindbb: csak a tanarnak van
joga kérdezni, ekkor a részszamitasok eredményeit behelyettesiti a sajat maga altal készitett (kdzponti)
szamitasba.

10.4. példa - PC nyelvtanrendszer

Legyen PC=(S,S,}, {Ql, QZ}’ {a, b}, (S, {8, — S, S, — Q2Q2}), (S, 1Sy — aSy, Sy — bS,,  Sy—)).
Kénnyen belathato, hogy L(PC)={ww | wela, b} 0

Lathatjuk, hogy egy PC rendszernek a generald ereje meghaladhatja a komponensek generalo erejét:
az el6z6 példaban kornyezetfiiggetlen szabalyokkal generaltunk nem kornyezetfiiggetlen nyelvet.

10.5. példa - PC nyelvtanrendszer gyakorlo feladat

Készitsink olyan kornyezetfiiggetlen PC  rendszert, amely a {a""'a""|n,m>1 nem
kornyezetfiiggetlen nyelvet generalja. [

A CD és PC rendszereket nem csak generativ nyelvtanokra, de egyéb formalis szamitasi modellekre,
mint pl. automatakra, is definidlhatjuk (az automataelméletnél ismertetett atlatszobetiis automatak
(lasd Atlatszobetiis felismer6 automata) pl., mint nagyon specialis jrainduld automatak CD-rendszere
volt eredetileg definidlva, késobb késziilt el az atlatszobetlis atfogalmazas). Itt jegyezziik meg ismét,
hogy vannak olyan nyelvtan-, illetve automatarendszerek, ahol egy aktiv komponens utan valamilyen
tovabbi adatszerkezet, pl. verem, sor segit a kdvetkezé aktiv komponens kivalasztasaban (akar
determinisztikus modon).

10.3. Irodalmi megjegyzések

A nyelvtanrendszerek alap monografidja a [Csuhaj-Varju et al 1994], de mas, a formalis nyelvek
elméletét 6sszefoglald szerkesztett miivekben is talalhato olyan fejezet, amely e témakor jo leirasat
adja, pl. [Rozenberg, Salomaa 1997], [Martin-Vide et al 2004]. A CD rendszerekkel kapcsolatos
elsé eredmények [Csuhaj-Varju, Dassow 1990]-ben talalhatok. A PC rendszerekkel kapcsolatban
régi, illetve ujabb eredményekért lasd pl. [Vaszil 1997], [Csuhaj-Varjt, Vaszil 2001], [Csuhaj-Varju,
Salomaa 2001] cikkeket. Eredetileg (jrainduld automatak CD rendszereiként lettek definidlva az
atlatszobetiis automatak is [Nagy, Otto 2010a, 2010b, 2010c, 2011a].
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